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CHAPITRE 1 : Raisonnement par
récurrence, suites et fonctions

1 Les suites numériques (rappel de premiere)

1.1 Généralités
e Une suite (U, ) de nombres réels est une fonction ou la variable n est un entier naturel.

N (ou une partie de N) — R

(Un): S
n

e L'image par la suite (U,) d’un entier naturel n est notée U,, et se lit « U indicen » ou « Un »

e U, peut exister pour tout entier naturel n ou pour seulement certains entiers naturels n.

e U, estle terme général de la suite. C'est un nombre réel.

e L’entiern est le rang du terme U,

1.2 Plusieurs méthodes pour générer une suite
e Leterme général de la suite peut étre défini au moyen d’une fonction de variable n.

Exemple : "
La suite (U,,) définie pour tout n € N par : U, = vV/n. 2 .
L]
L]
Dans cet exemple, ona U, = f(n) " e
avec comme fonction f la fonction racine carrée.
8]
U0=\/6;U1=\/T;U2=\/§;U3=\/§ ° ! 2 3 4

e Leterme général de la suite peut étre défini au moyen d’une relation de récurrence qui donne
le terme suivant en fonction du terme (ou des termes) précédent et parfois aussi de n.

Exemple : U
U d f UO _ 4 Bl J
La sui A : _
a suite (U,,) définie par Upos = T pourtoutn € N 5
Dans cet exemple,ona U, ;1 = f(U,) 2] ®
avec comme fonction f la fonction racine carrée. * e .
Ug=4; U =Uy=2; U,=.U =+2; U3=,/U2=/\/§

Remarque :
On aurait tout aussi bien pu définir la suite de I'exemple précédent en écrivant :
UO = 4’

L .t U d'f. . t t E N* : .
a suite (Uy,) définie pour tout n par {Un =.,/U,_, pourtoutn € N*



2 Exemples d’algorithmes permettant d’obtenir des termes d’'une
suite (rappel de premiere)

e Une boucle Pour permet de répéter un groupe d’instructions un nombre déterminé de fois

Exemple :

Soit la suite (U,,) définie pour tout n € N par : U, = +/n. Calculer et afficher les N premiers
termes de cette suite ou N est un entier choisi par I'utilisateur.

Réponse

Déclaration des variables
U est un réel
| et N sont des entiers

Début algorithme
Saisir N
Pour I allant de 0 a N-1
U prend la valeur v1
Afficher U
Fin Pour
Fin algorithme

e Une boucle Tant que permet de répéter un groupe d’instructions autant de fois que

nécessaire, ce nombre de fois n’étant pas connu a I’avance.

Exemple :
Soit la suite (U,,) définie pour tout n € N par :

U0=4‘

Upy1 = /U, pourtoutn € N’
Calculer et afficher le premier terme de cette suite qui est strictement inférieur a 1,001.

La suite (U,,) définie par: {

Réponse

Déclaration des variables
U est un réel
| et N sont des entiers

Début algorithme
U prend la valeur 4
Tant que U= 1,001
U prend la valeur VU
Fin Tant que
Afficher U
Fin algorithme



3 Suites arithmétiques (rappel de premiere)

3.1 Définition par une relation de récurrence

Une suite (U,,) est arithmétique si :

Pourtoutn € N :
U, est donné
{Un+1 =Up+r

r est un réel constant appelé la raison de la suite arithmétique.

Exemple :
Un capital de 100 € est placé au début de I'année n = 0 sur un compte rémunéré avec un taux annuel
d’intéréts simples de 20 %. Cela veut dire que chaque année, le montant des intéréts est le méme et

vaut 20 % du montant initial c'est—é-dire% X 100 = 20€.

On note V; = 100 la somme sur le compte au début de I'année n = (. La somme au début de I'année
n=1estV; =V, + 20. La somme au début de 'annéen = 2 est V, = V; + 20 etc.

Va
5004
(V) . { VO = 100 n W
EN: _
400 n/n Vn+1 — Vn + 20 il V:_’j. 100
1V 1o
300 2 Vs 140
° ® 3 Vi 160
® ® Y
200+ . e 4V 180
. ® 6 Vs | 200
® 6 Ve | 220
10048
7V 240
0 g8 Vg 260
o 1 2 3 3 5 B 7 g 8 n a Vg | 280

3.2 Définition en fonction de n a partir de Up

Le terme général d’une suite arithmétique de premier terme Uy, et de raison r s’exprime par :
Pourtoutn € N :
Un = UO + nr

Exemple : Pourtoutn € N: V, =V, +n Xr.Donc, V, =100 +n x 20
Cette formule en fonction de n permet de calculer directement Vg = 100 + 9 X 20 = 280 €.

3.3 Définition en fonction de n a partir d’'un terme Up

Le terme général d’une suite arithmétique de premier terme U, et de raison r s’exprime par :
Pourtout€ N,avecn > p:
Up,=U,+(n—p)r

Exemple avec=1.Pourtoute N ,avecn > 1:
Up,=U;+(n—Dr




Exemple :
On reprend les montants annuels sur compte rémunéré a intéréts simples de 20%, mais en notant
W; = 100 le premier terme.

W,
5004
w) { W; =100 N i
n)neN*: _
sool Wye1 =W, + 20 1 W, 100
2 W 120
3004 3 Wi | 140
L ]
® 4| W, | 18D
L ]
° W,
200+ ® & 5 180
. ¢ 5 Ws | 200
[ ]
® 7oV | 220
100+ [ ]
g We | 240
0 o Wy @ 260
0 1 2 3 a 5 B 7 B 5 on 10 Wy 280

Pourtoutn e N*: W, =W, + (n—1) xr. W, =100+ (n—-1) x20 W, =80+ 20n
Cette formule en fonction de n permet de calculer directement Wy, = 80 + 20 X 10 = 280 €.

3.4 Somme de termes consécutifs d’'une suite arithmétique

La somme S de termes consécutifs d’une suite arithmétique est :

(1¢" terme de la somme + dernier terme de la somme) X nP" termes de la somme
2

S =

Exemple avec la suite de I'exemple précédent
Calculer S = W3 + W, + --- + Wy

C’est la somme de 9 — 3 + 1 termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison 20
S_(W3+W9)x(9—3+1) S_(14O+26O)><(7)

=14
> > S 00

A Exemple a retenir : la somme des entiers naturelsde 1 an

CalculerS=1+2+--+n.
C’est la somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison 1

= —(1 + ) x ™ Ou encore : S = —n(n D

S
2 2




4 Suites géométriques (rappel de premiere)

4.1 Définition par une relation de récurrence

Une suite (U,,) est géométrique si :
Pourtoutn € N :

{UO est donné
Uny1 =Un X q

q est un réel différent de 0 et de 1, constant, appelé la raison de la suite géométrique.

Exemple :

Un capital de 100 € est placé au début de I'année n = 0 sur un compte rémunéré avec un taux annuel
d’intéréts composés de 20 %. Cela veut dire que chaque année, le montant des intéréts vaut 20 % du
montant de I'année précédente.

On note V; = 100 la somme sur le compte au début de I'année n = (. La somme au début de I'année
n=1estV; =V, x1,20. La somme au début de 'annéen = 2 est V, = V; X 1,20 etc.

Vi
L]
5004
) {V0=100 h Vi
. [ ]
400 n/neN Vo1 = L2, 0 Vo 100
® 1V 120
200 . 7| Vs 144
W
o 3| Vi 172.8
- ® 4V, | 20736
® 5 Vs | 24883
L ]

® 6| Vs 2985

1008
7 Ve | 38832
i g Vg | 47008
o 1 2 a 4 5 & 7 & an ol Ve | 51508

4.2 Définition en fonction de n a partir de Up

Le terme général d’une suite géométrique de premier terme U, et de raison g s’exprime par :
Pourtoutn € N :

Up = Uy X q"

Exemple :
Pourtoutn € N : V, =Vyxq™. V,=100x 12"

Cette formule en fonction de n permet de calculer directement Vo = 100 X 1,2° ~ 515,98 €.




4.3 Définition en fonction de n a partir d’'un terme U,

Le terme général d’une suite géométrique de premier terme U, et de raison q s’exprime par :
Pourtout € N,avecn = p:
Up=U,xq"P
Exemple avecp =1:
Pourtoute N,avecn > 1:
U, =U; xq" 1

Exemple :
On reprend les montants annuels sur compte rémunéré a intéréts simples de 20 %, mais en notant
W; = 100 le premier terme.

W
L ]
500+
(W) nen:: {W1=100 f Wit
n/neN*- - ®
- Wy = 1,2W, 1w, 100
® 2 W, 120
300 ® 3 W, 144
o 4 W, | 1728
® 5 Ws 20738
2004
® g W | 24m83
[ ]
® 7OW; o zomE
1004 L ]
g Wy 3532
0 g Wy 42008
0 3 2 3 4 5 ) 7 g 0 10 1 10 Wy 51598

Pourtoutn € N*: W, = W; x g™1. W, =100x12"1 W, =100x12"x12"1 W, =

100 250
—x1,2" W, ==—x1,2"
1,2 3
. . 250
Cette formule en fonction de n permet de calculer directement W;, = > x 1,210 =~ 515,98 €.

4.4 Somme de termes consécutifs d’'une suite géométrique

La somme S de termes consécutifs d’une suite géométrique est :

nbTe termes de la somme

1—¢q

S = 1°" terme de la somme X

Exemple avec la suite de I'exemple précédent

Calculer S = W3 + W, + «-- + Wy

C’est la somme de 9 — 3 + 1 termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison 1,2
1—1,2973+1 1-1,27 1,27 — 1

= _— = _—D = _ = 7 =~
S =W; X 112 S 144><1_1’25 144><1,2_1,S 720 X (1,27 — 1) = 1859,89

A Exemple a retenir : la somme des puissances entiéeres d’un réel q différent de 1

CalculerS=1+q+ q2 + et gt

1_qn+1 1_qn+1
S=1X—— Ou encore : S=——
1-¢ 1-g¢




5 Raisonnement par récurrence

5.1 Le principe

Image de I’échelle : Si je peux mettre le pied sur le barreau numéro n, de I'échelle ( n, est un entier
naturel donné ) et si je peux passer de n’importe quel barreau numéro k (k = ny) au barreau suivant
numéro k + 1 alors je peux gravir toute I’échelle a partir du barreau numéro n,,.

P(n) désigne une proposition! qui dépend d’un entier naturel n. Soit ny un entier naturel.
Pour démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n = ny, la proposition P(n) est vraie,
on procéde en trois étapes :

(1) Initialisation : Vérifier que la proposition P(n) est vraie au rang ny.

(2) Hérédité : On suppose que la proposition P(n) est vraie pour un entier k > ng. On
montre qu’alors la proposition P(n) est vraie pour I'entier suivant k + 1.

(3) Conclusion : la proposition P(n) est vraie pour tout entier n = n,.

5.2 Exemples
Exemple 1 : Une suite est définie par récurrence. On veut sa définition par une fonction de n.
. . ST . ul == 1
> .
Soit (u,,) la suite définie pour tout entiern > 1 par: {un+1 —2u, +1
Montrer que le terme général de la suite (u,,) s’écrit u,, = 2™ — 1 pour tout entiern > 1.

Réponse
Soit la proposition P(n) : « u,, = 2™ — 1 pour tout entiern > 1 »

(1) Initialisation : Montrons que P(n) est vraie pourn = 1.

D’une part, on sait que u; = 1.
D’autre part, la proposition P(n) pour n = 1 donne u;=2-1=1
Doncon abienu; =21 -1
La proposition P(n) est vraie pour n = 1.
(2) Hérédité : On suppose que la proposition P(n) soit vraie pour un entier k = 1 , c’est a dire
qu’on suppose que U = 2k — 1. Montrons qu’alors P(n) est vraie pour I'entier k + 1, c’est

a dire que up,q = 21 — 1.

e On cherche a exprimer 1.
D’apres la définition de la suite donnée dans I’'énoncé, ona : uyq = 2u, + 1

e En utilisant 'hypothése de récurrence?, ona :uyyy = 2(28 - 1) + 1

Uppp =2 -2 +1
Upyr = 29— 1

e On aobtenu la proposition écrite au rang k + 1

(3) Conclusion : la proposition P(n) : u,, = 2™ — 1 est vraie pour tout entiern > 1.

! Proposition : Enoncé susceptible d’étre vrai ou faux.
2 ’hypothése de récurrence : c’est la supposition que la proposition est vraie pour un entier k

10




Exemple 2 : On veut démontrer qu’une inégalité est vraie pour tout entier naturel n.
Montrer par récurrence que I'inégalité 2" > n? est vraie pour tout entiern > 5.

Réponse
Soit la proposition P(n) : « 2™ > n? pour tout entiern > 5 »
(1) Initialisation : Montrons que P(n) est vraie pour n = 5.

D’une part, on sait que 2° = 32.
D’autre part, 52 = 25

Donc on a bien 2% > 52

La proposition P(n) est vraie pour n = 5.

(2) Hérédité : On suppose que la proposition P(n) soit vraie pour un entier k > 5 , c’est a dire
qu’on suppose que 2% > k?. Montrons qu’alors P(n) est vraie pour 'entier k + 1, c’est 3
dire que 2¥*1 > (k + 1)2.

Etablissons d’abord un résultat préliminaire : k? > 2k + 1 pour tout entier naturel k > 5
Cela revient & montrer que : k2 — 2k — 1 > 0 pour tout entier naturel k > 5
Etudions le signe du polynéme f(x) = x? —2x — 1

A=(-2)>—4()(-1D)

A=38
A > 0 doncil y a deux racines réelles distinctes :
LoD VB (D) +VB
™ 2x1 27 2x1

x1=1-V2 et x,=1++2

D’ou le tableau de signes :

x —o0 1-+2 1++2 +00

flx)=x?>-2x-1 + 0 - 0 +

or,1++v2~ 241
donc k? — 2k — 1 > 0 pour tout entier naturel k > 5

d’ou le résultat préliminaire : k? > 2k + 1 pour tout entier naturel k > 5

On peut maintenant démontrer I’hérédité :
e On cherche a exprimer 2%*1.

2k =2 %2 X .. X 2X2
k+1 fois

11



2k =2 % 2% .. Xx2X2

k fois

2k+1 = 2k % 2

e En utilisant I’hypothése de récurrence, on a : 2% > k?

2kx2>k?x2

2k+1 > k2 % 2

2K41 > k2 4 k2

Puisque, d’aprés le résultat préliminaire, k> > 2k + 1 alorson a :

k?+k?>k?*4+2k+1

2kl > k2 4 2k + 1

2K > (k + 1)?

e On aobtenu la proposition écriteaurang k + 1

(3) Conclusion : la proposition P(n) : 2™ > n? est vraie pour tout entier n > 5.

6 Sens de variation d’'une suite

6.1 Suite croissante
Définition :

La suite (U,,) est croissante si, pour tout n, Uy 41 = Uy,.

Exemple de suite croissante
La suite (U,,) définie pour tout n € N* par :

3
Un=3_£

6.2 Suite décroissante
Définition :

(]H+1 T - - - -~ -
(ju — - - - - = ?

Un

L ]

n n+1

La suite (U,,) est décroissante si, pour tout n, U, 41 < Uy.

Exemple de suite décroissante
La suite (U,,) définie pour tout n € N* par :

1
Up=1+~

U,

(]H+1 |

Un

12




6.3 Suite constante
Définition :

La suite (U,,) est constante si, pour tout n, U, 41 = Up.

Un
Exemple de suite constante
La suite (Uy,) définie pour tout n € N* par : %};;H et — e o o o
U, =2 ! [
! |
! [
' [
| | n
o mn n + 1

6.4 Suite monotone
Définition :

Une suite (U,,) est monotone si elle est soit croissante, soit décroissante, soit constante, autrement
dit, si elle ne change pas de sens de variation.

Exemple de suite non monotone 1Y
La suite (U,,) définie pour toutn €
N* : Ui ]
par: v . .
U,=24+(-08)" | ' ° °
[ °
®

Uy=2+(-08)"'=2-08 U T7 777 7 _:_ B 'T
U,=2+(-0,8)?%=2+0,82 ] [ |
Us =2+ (=0,8)3=2-08 : ! )
U,=2+(-08)*=2+08".. o ' M nal

6.5 Méthodes pour étudier le sens de variation d’'une suite
Pour étudier le sens de variation d’une suite (u,,), on peut :

6.5.1 Etudier le signe de u,:: - u» pour tout entier naturel n.

Le signe de la différence U,,,; — U, donne le sens de variation de la suite (U,,).

Exemple :
Etudier le sens de variation de la suite (U,,) définie pour tout n € N* par :
3
Un = 3 - E
Réponse :
U 3 >
n+1 = n+1

13




n+1 n
3 3
Upi1— Un :3_n—+1_3+ﬁ
3 3
Uns1 = Un ~Thntin
-3 3
Un+1_Un:n+1 g
Pour étudier le signe de cette expression, on la met sous la forme de produits et de quotients de
facteurs:
—-3n 3(n+1)
Uni1 = Un = n+Dn nn+1)
U _u :—3n+3(n+1)
n+1 n n(n+ 1)
—-3n+3n+3
Upy1 —Up = Tt D)
3
Upy1 —Up = YD)
3>0
Pour toutn € N*,in > 0 donc
n+1>0
U1 — U, >0
Un+1 > Uy
Conclusion :

La suite (U,,) est monotone croissante.

Remarque :
Cette méthode peut étre utilisée pour les suites définies par une fonction de n ou pour les suites
définies par récurrence.

6.5.2 Etudier le sens de variation de la fonction f sur [0 ; +oo[

Si la suite est définie au moyen d’une fonction de variable n, alors le sens de variation de la suite
est le méme que celui de la fonction.

Exemple :
Etudier le sens de variation de la suite (U,,) définie pour tout n € N* par:
3
Un = 3 - E
Réponse :

U, = f(n) en posant f la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par f(x) =3 — %

14




f estla somme et le quotient de fonctions dérivables sur |0 ; +oo[ et le dénominateur ne s’annule
pas sur ]0 ; +oo[, donc f est dérivable sir |0 ; +ool.

1
f(X):3—3X;

f’(x):0—3><—é

=
x)=—
)
Pour tout x € ]0 ; +oo[, f'(x) > 0. Donc la fonction f est croissante.
. Tun .
Conclusion : 1 € y=3_>
e —
La suite (U,,) est monotone croissante o4 —mm———— -
v, +-—-—-—-- * -

1 n+1

A Si la suite est définie au moyen d’une relation de récurrence cette méthode ne peut pas étre

utilisée.

Exemple :
Les suites (Up,) et (V},) définies pour tout n € N respectivement par :

{UO =4 {VO = 0,5

et
Un+1 =/ Un Vi1 =V
ont-elles le méme sens de variation ?

Réponse
En calculant les premiers termes de (U,,), ona:

Uy = 4 v
Uy =& =2 “*
U, =V2=~1,41 N
Us ~ /141 ~ 1,19

2 L]

®
11 . *® ] .
g T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
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En calculant les premiers termes de (1},), on a:

VO = 0,5
v, =405~ 0,71
|0
VZ = 0,71 =~ 0, 84‘ 1 o * ® ® [ ] [ ]
Vs = /0,84 ~ 0,92
a
o i 2 3 4 5 & n

Conclusion : Bien que les deux suites (Uy,) et (1;,) soient définies en utilisant la méme fonction
racine carrée f (strictement croissante sur [0 ; +o[ ), elles n’ont pas le méme sens de variation.

A Donc le sens de variation d’une suite définie par U,,,; = f(U,) n’est pas toujours le méme que

le sens de variation de la fonction f.

6.5.3 Si tous les termes de la suite sont strictement positifs, comparer uu.1 / u, avec 1
Exemple :

Etudier le sens de variation de la suite :
Vo =100
(Vn)nEN . {Vn+1 — 1’2]/;1

+* On montre d’abord que tous les termes V}, de la suite sont strictement positifs.

Soit la proposition P(n) : « 1, > 0 pour toutn € N
(1) Initialisation : Montrons que P(n) est vraie pour n = 0.

On sait que Vy = 100.
Doncon abienVy > 0
La proposition P(n) est vraie pour n = 0.

(2) Hérédité : On suppose que la proposition P(n) soit vraie pour un entier k > 0 , c’est a dire
gu’on suppose que Vi > 0. Montrons qu’alors P(n) est vraie pour I'entier k + 1, c’est a dire
que V41 > 0.

e On cherche a exprimer Vi 4.
D’apres la définition de la suite donnée dans I'’énoncé, on a :Vy,,; = 1,2V,

e Enutilisant 'hypothése de récurrence®, ona:V, > 0
Oor1,2>0
Donc1,2 XV, >0
D'olU Viyq >0
e On aobtenu la proposition écrite au rang k + 1

(3) Conclusion : la proposition P(n) : V,, > 0 est vraie pour tout entier n € N.

X3

%

. v,
Comparons maintenant ’I;—“ etl

n

3 ’hypothése de récurrence : c’est la supposition que la proposition est vraie pour un entier k

16




v, v,
Vn+1 —12
, ’

Vi1
>1
4

Puisqu’on a démontré au préalable que V;, > 0 quel que soitn € N,ona:

Vit
Vn

V, % >V, x1

(L'ordre est conservé lorsqu’on multiplie ou divise les deux membres d’une inégalité par un réel

strictement positif)
Vis1 >V, pour toutn € N

Conclusion : La suite (17,,) est monotone croissante

A Remarque

Par cette méme méthode, on peut montrer que tout suite gé¢ométrique de premier terme V,
strictement positif est :

e Monotone croissante lorsque g > 1

e Monotone décroissante lorsque 0 < g < 1

Vi Vi,
®
3004 (Vo =10 3004 (Vo =10
(Vn)nEN : {Vn+1 — 1'5Vn (Vn)nEN : {Vn+1 — 2Vn
200 2004
®
100 100
® ®
®
2 L]
D‘ T T T T T D' .
0 1 2 3 4 5 1 0 1 2 3 4 5 1
V., Vo =10 Vi Vy, =10
. 0 ) 0
104 (Vf;)neN : {Vnﬂ = 0,8V, 10g  (nnen: {Vn+1 = 0,5V,
® ® . ]
0 0 > o o
0 1 2 3 4 5 D 1 2 3 4 5

17




6.5.4 Utiliser un raisonnement par récurrence
Pour utiliser la récurrence, on doit d’abord conjecturer le sens de variation.

Exemple :
Etudier le sens de variation de la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par :

{ uy = 1,01

Unty = (Up)?

Réponse

¢+ On calcule u; pour pouvoir conjecturer le sens de variation de la suite.
u; = (uo)?
u; = 1,012
u; = 1,0201
u; > U

Donc on conjecture la suite (1, ) est monotone croissante.

«+» Démonstration par récurrence du sens de variation
Soit la proposition P(n): up4q > Uy, Vne€N.
(1) Initialisation : Montrons que P(n) est vraie pour n = 0.

On sait que uy = 1,01 et que u; = 1,0201.
Doncon a bienuy > u,
La proposition P(n) est vraie pour n = 0.

(2) Hérédité : On suppose que la proposition P(n) soit vraie pour un entier k = 0 , c’est a dire
gu’on suppose que U1 > Ug. Montrons qu’alors P(n) est vraie pour I'entier k + 1, c’est a
dire que Ugi14+1 > Ug1
Ou encore que Upyp > U1

e On cherche a exprimer u,, et ui,1 en fonction, respectivement de u,; et uy
D’aprés la définition de la suite donnée dans I'énoncé, on a : U1 = (uy)?

et d’aprés la définition de la suite donnée dans I’énoncé, on a aussi : U141 = (Ugs1)? C'est-
2 . — 2
a-dire Upyz = (Ug+1)

e En utilisant I’hypothése de récurrence, ona : U1 > Uy
Or la fonction carrée est strictement croissante sur [0 ; +oo[ et puisque*u, >0 Vn €N,
Done (wi+1)? > (wi)?
D'ol Up1z > Up41

e On aobtenu la proposition écrite aurang k + 1
(3) Conclusion : la proposition P(n) : u,41 > u,, estvraie pour tout entiern € N.

Conclusion : La suite (17,,) est monotone croissante.

4 Ceci serait facilement démontré par récurrence, dans un résultat préliminaire.
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7 Suites majorées, minorées, bornées

7.1 Suites majorées
Définition :

La suite (U,,) est majorée s'il existe un réel M, tel que pour toutn, u,, < M.

U N
Exemple de suite majorée N M=3
La suite (U,,) définie pour toutn € N* par : . e *
24 [ ]
3
Un == 3 - E ®

est majorée par M = 3

e

7.2 Suites minorées
Définition :

La suite (U,,) est minorée s'il existe un réel m, tel que pour tout n, u,, = m.

n

Exemple de suite minorée ae

La suite (Uy,) définie pour toutn € N par : ® ° o . . .
e

U,=2+
" 1+n N

est minorée parm = 2
2] n
oo 1 2 3 a & &

7.3 Suites bornées
Définition :

La suite (U,,) est bornée s’il existe des réels m et M, tels que pour toutn, m < u, < M.

Une suite est bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée.

Un M=23
Exemple de suite bornée 1 ® s
La suite (U,,) définie pour toutn € N par : 24 o
L]
U, = 2 + sin(n)
L]

estbornéeparm=1etM =3 " ¢

o] n

oo 1 2 3 4 5 &
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7.4 Méthodes pour étudier la majoration ou la minoration d’une suite
Pour démontrer qu’une suite (u,) est majorée par M ou minorée par m ou bornée , on peut :

7.4.1 Etudier le signe de u, - M (ou de u, - m)

Exemple 1:
Montrer que la suite (U,,) définie pour toutn € N* par:
3
Un =3- E

est majorée par M = 3

Réponse
On calcule U,, — 3 puis on étudie son signe :

3
Up—3=3---3

U,—3<0
vn € N¥, U,<3

Conclusion : La suite (U,) est majorée par 3

Exemple 2 :
Montrer que la suite (U,,) définie pour toutn € N par:

U, =2+

1+n
est minorée parm = 2

Réponse
On calcule U,, — 2 puis on étudie son signe :

1
Up—2=2+—-2

1+n
Uu,—2= !
1+n
vn €N, 1+n>0
1
1+n>0
U,—2>0

vneN, U,>2

Conclusion : La suite (U,,) est minorée par 2
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7.4.2 Chercher un encadrement de u, en travaillant sur des inégalités.

Exemple :
Montrer que la suite (U,,) définie pour tout n € N par U, = 2 + sin(n) est bornée.

Réponse
On part de I'encadrement de sin(n) puis on arrive a un encadrement de U,.

vn € N, -1 <sin(n) <1
2—-1<2+sin(n)<2+1
1<2+sin(n) <3
vn €N, 1<U, <3

Conclusion :
La suite (U,,) est bornée par1et3

7.4.3 Etudier le sens de variation de la suite (u»)

*

% Sila suite (u,) est croissante pour tout n > 0, alors la suite (u,) est minorée par son

premier terme.

u
Exemple : il

Démontrer que la suite (U,,) définie pour . °

toutn € N par: Uy t——————— — -

U, =3-> A v

=9 [

n n i : |

est minorée par 0 | |

o | |

© n n+1

Réponse :

On montre d’abord que la suite est monotone croissante (voir la démonstration au paragraphe 4.5.1)

: 3
Le premier terme est U; = 3 — T

Conclusion : La suite (U,) est minorée parU; =0

*

% Sila suite (u,) est décroissante pour n > 0, alors la suite (u,) est majorée par son premier

terme.

Exemple : v [

Démontrer que la suite (1},) définie pour tout
109

n € N par:

VO = 10 ®
(Vn)nEN : {Vn+1 = 0,51}, 0 e
est minorée par 10 o i 5 3 !; 1
Réponse :

La suite est géométrique de premier terme strictement positif est de raison ¢ = 0,5
0 < g < 1 donc la suite est monotone décroissante. Le premier terme est Vy, = 10.

Conclusion : La suite (V;,) est majorée par 10
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7.4.4 Utiliser un raisonnement par récurrence.

Exemple :

Soit la suite (u,) définie sur N par :
uO = 1

Upp1 = Zun +3

Démontrer que cette suite est majorée par 4

Réponse
Utilisons un raisonnement par récurrence pour établir la majoration de la suite (uy,)
Soit la proposition P(n): u, <4, vneN.

(1) Initialisation : Montrons que P(n) est vraie pour n = 0.

Onsaitque ug = 1
Donc on a bienuy < 4
La proposition P(n) est vraie pour n = 0.

(2) Hérédité : On suppose que la proposition P(n) soit vraie pour un entier k = 0 , c’est a dire
qu’on suppose que Uy < 4. Montrons qu’alors P(n) est vraie pour I'entier k 4+ 1, c’est a dire
que upyq < 4

e On cherche a écrire une inégalité concernant u,, 1 en partant de I’hypothése de récurrence :
Uk <4

D’apreés la définition de la suite donnée dans I'énoncé, ona : Uyq = 7 Uk +3

ukS4
1 1

— <-x4
4k =g
1 <1
4uk_

1
Zuk+331+3
1 +3<4
4uk .

Upsy < 4

e On aobtenu la proposition écrite au rang k + 1

(3) Conclusion : la proposition P(n) : Vn € N,u,, < 4 estvraie. (u,,) est majorée par 4.
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8 Limite d’'une suite

8.1 Limite finie
Définition :

Soit [ un réel. Dire qu’une suite (u,) a pour limite [ signifie que tout intervalle ouvert contenant [
contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang. On écrit alors :

i, Un =

Exemple :

La suite (U,)y, e N+ définie par U, = 1 + % a pour limite l = 1.

Cela signifie que tout intervalle (I'intervalle ]0,8 ; 1,2[ dans lillustration ci-dessous) contient tous les
termes de la suite (Ug, U7, Ug ...) a partir d’un certain rang ny (ny = 6 dans I'exemple ci-dessous).

{-'I.. 3 : 11 '!'.Inl

| 1 2

, . | 2 15

' 3 133

L.2 * ® - _ ' 4 1.25
E'_ 1 - hd L L] [

= : 5 12

0.8 | B 117

. g : : : . : ' : : : 7 114

W] 1 2 3 4 g é 7 =] =]
'ﬂ]u Tl o] 113
N | 3 111

8.2 Limite infinie
Définition 1 :

Dire qu’une suite (U,,) a pour limite +oo signifie que tout intervalle JA ; +oo [, avec A réel , contient
tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

Exemple :
La suite (Up,)y, ¢ y définie par U,, = n? a pour limite +oo.

Cela signifie que tout intervalle (I'intervalle ]20 ; +oo[ dans l'illustration ci-dessous) contient tous les
termes de la suite (Us, Ug, U ...) a partir d’un certain rang ny (ny = 5 dans I'exemple ci-dessous).

a0 : 1 [

U, !
4 0 0

[
A= 20 : 1 1
® | 2 4
[ 3 ]
107 ° : 4 16
® | g 25

0 ®

A o ] 3 3 5 ! 3 7 3 3 B 36
Tho n 7 49
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Définition 2 :

Dire qu’une suite (1},) a pour limite —oo signifie que :

lim (=V,) = +

n—-+oo

Exemple :
La suite (1},),, e y définie par V, = —n? a pour limite —oo.
En effet : —;, = n? et donc

lim (=V,) = 4+

n—-+oo

-
[=]
1
o
—

o

-

-104 @

-204

-l o M s W k= O
jry
o=

8.3 Pasde limite

Exemple 1:

La suite (Uy,)y, e n définie par U,, = (—1)" prend alternativement les valeurs —1 et 1. Elle n’a ni
limite finie ni limite infinie.

[, 2 i L
0 1
] 1 -1
2 1
3 -1
18 e e e e p ;
a -1
0
0 1 2 3 3 5 G 7 g ) b !
n 7 -1
14 ° ° ° ° ° & 1
Exemple 2 :

La suite (V,,),, ¢ y définie par 1, = sin(n) prend alternativement des valeurs réelles entre —1 et 1.
Elle n’a ni limite finie ni limite infinie.

—
(5]
i
po
—

0.84
0.91
014
-0.76
-0.96
-0.28
0.66
0.99

Tl
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8.4 Vocabulaire

On dit que :
Une suite de limite finie [ converge vers [
Une suite de limite infinie diverge
Une suite qui n’a pas de limite diverge

8.5 Propriétés

. , . 1 1 1 -
e Les suites de terme général ol i Sy~ sont convergentes et leur limite est 0

=
(. v W
54 no5- 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
14 @ 14 @ H e
®
] ® 9 o ] @ 2 o o 0 e o
T T T T T T T T T T T T T T T
-1 b1 2 3 4 5 -1 D1 2 a3 4 & - 01 2 3 4 §
-1 il =14 i -1 T
U définiepar U, == (¥, définieparV, = = (W) ey définie par V, = —
( n)nEN* erinie par n _; (n)nEN* erinie par Tl_ﬁ n TLEN* erinie par Tl_\/ﬁ
. s s . Z.V_ . . .
e Les suites de terme général n ; n“ ;vn sont divergentes et leur limite est +oo
(. V, W,
5 @ 50 5
4 o 40 4
3 ® a0 3
®
2 o 20 2 o °® ®
e ®
14 @ 10 ® 14 @
o
T I:I* T T T T T T I:l T T T T T I:I* T T T T T
-1 01 2 3 4 & -1 01 2 3 4 & -1 01 2 3 4 &
-14 Tl -10 Tl -14 Tl

(Up)p ey définie par U, = n (V)n e y définie par V, = n? (W), e y définie par W, = Vn

e Les suites constantes convergent vers la valeur de la constante

(U)n ey définieparU, =7
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e Siune suite converge alors sa limite [ est unique.

e Détermination d’un seuil ny a I'aide d’un algorithme
Exemple :

Soit la suite (U,,) définie pour toutn € N par : U, = 3n% + 2

1. Montrer que cette suite est croissante
2. Montrer que cette suite a pour limite +oo
3.

Calculer et afficher le premier rang n, tel que U, = 20000

Réponse

Puisque la suite est définie par une fonction de n, on peut étudier le sens de variation de la fonction.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 3x2 + 2

Cette fonction présente un extremum pour xg = —%
0
%= T3
xs =0
a=3 a>0 donc I'extremum est un minimum.

Dans la fonction f est croissante sur [0; +oo].

Il en résulte que la suite (U,,) est monotone croissante.

lim n? = 4o
n—-+o
Donc

lim 3n2 = 4o
n—-+oo

et donc

lim 3n?+2=+4ow
n-+oo
Déclaration des variables
N est un entier
U est un réel

Début algorithme
N prend la valeur 0
U prend la valeur 2
Tant que U< 20000
N prend la valeur N+1
U prend la valeur 3N%+2
Fin Tant que
Afficher N
Fin algorithme
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9 Théoremes généraux sur les limites de suites

9.1.1 Limite d'une somme de suites

Si
lim () = L l l +oo — +oo
n—-oo
etsi ,
lim (Vn) _ l +co —00 400 —00 —00
n—-oo
alors
lim (u, 1+ 400 — 4o —o FP
n—-oco
+v,)
Exemple : Déterminer lim (n + vn)
n—-+oo
Réponse : lim (n) = +wet lim (Vn) = +oo donc, par somme, lim (n++vn) = +o
n-+oo n-+o n—-+o
9.1.2 Limite d’'un produit de suites
Si l [>0 1<0 [>0 1<0 0
Tlli_r&(un) = ou 4o ou —o ou +o ou —oo
etsi , +o0 ou
lim (v,) = L too too —® —® —
n—-oco
alors ,
lim (u,, X v,) L too - - +oo Fi
n—-oo
Exemple : Déterminer lim nvn
n-+oo
Réponse : lim (n) = +oet lim (Vn) = +oo donc, par produit, lim (nyn) = +oo
n—+oo n-+oo n-+o
9.1.3 Limite d’'un quotient de suites
Si +0o0 ou
lim (u,,) = l l [>0 [>0 [<0 [<0 e 0
n—-oco
etsi , +ooou | Oet Oet |Oet Oet | +oou
lim (v,) = F=0 0
i Wn —00 v, >0 | v, <0 |v,>0 | v,<0 —00
alors I
. Un - 0 +oo —00 —o00 +o00 Fi FI
lim — U
n-o v,

Exemple : Déterminer lim iz Réponse : lim (3) =3 et lim (n?) = +odonc, lim iz =0
n-+oon n—-+oo n—+oo n-+oon

5> Dans certains cas, ces théorémes ne nous permettent pas de prévoir le résultat. Ces cas sont appelés FORMES
INDETERMINEES (Fl).
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9.1.4 Cas d’indétermination

. . . . o 0
Il'y a 4 cas d’indétermination 0o — o ;0 X 00;—; o

Dans ces cas, il faut modifier I’écriture de U,, pour permettre I'utilisation des théorémes.

Exemple : Déterminer lirp (n — \/ﬁ) Réponse :
n—-4+oo

e Ona liIP (n) =+ et lirJP (\/ﬁ) = 400 donc on est en présence de la forme
n—+oo n—+oo

indéterminée co — oo

e On modifie I'écriture de n — v/, en cherchant par exemple a factoriser I'expression :

Vn

n—\/ﬁ:nxl—nT

n

n—\/ﬁ:nx(l—£>

n

(-5

n—vn=nx|1——

Vn

e On étudie la limite de chaque facteur :

. . 1

dmn=teoe  lm (1-7)=1

e Donc, par produit :
1
limn X (1 ——_) = +o00

n—-+oo n

Conclusion : lim (n—+n) =+
n-—-+oo

9.1.5 Limite en I'infini d’'une suite définie par une fonction polynéme

La limite en linfini d’'une fonction polyndme® est égale a la limite en I'infini de son mondme de plus
haut degré. Il en est donc de méme pour une suite définie par une fonction polynéme.

Exemple :
lim (=3n?+4n+2) = lim —3n? Donc lim (-3n?+4n+2)= -
n—-+oo n—-+oo n—+oo

9.1.6 Limite en I'infini d’'une suite définie par une fonction rationnelle

La limite en linfini d’'une fonction rationnelle’ est égale a la limite du quotient de ses monémes de
plus haut degré. Il en est donc de méme pour une suite définie par une fonction rationnelle.

Exemple :
—-3n%+4n+2 . —3n?
im —— = lim
no+o 3n3+4n2-2n-1  po+o00 3n3
—-3n%+4n+2 . -1 . —3n2%+4n+2
im —————= lim — Donc lim —— =
n-+oo 3n°+4n<-2n-1 n-+oo N n-+o 3n°+4n<—-2n-1

6 Polyndme Un polyndme est une somme de mondmes.
Une fonction polynéme est une fonction de la forme x — a,x™ + a,_;x™* + .- +a,x + a,, ou
A, Ap_q, --- 41, Ay Sont des réels donnés et n un entier naturel appelé le degré du polynéme lorsque a,, # 0.

7 Rationnelle : Quotient de deux polynémes.

anx+ap_1x" Y tax+ay

b Xx™+by—1Xx™ 1+ +byx+by’

Ay, A1, > A1, Ao, by, Bi_1, -, b1, bg sont des réels et n et m des entiers naturels tels que a,, # 0 et b, # 0.

Une fonction rationnelle est une fonction de la forme x —
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9.2 D’autres théoremes pour trouver une limite de suite

9.2.1 Théoreme de comparaison pour prouver qu’'une suite a comme limite +oo

Soient (u,,) et (v,,) deux suites telles que, a partir d’'un certain rang , u,, < v,,.

Si lim u, = +o alors lim v, = 4o
n—-+oo n—-+oo

Exemple :
Etudier la convergence de la suite (1},) définie pour toutn € N par Vj, = n? + (—1)"

Réponse :
Les théorémes sur les opérations sur les limites ne permettent pas de répondre puisque la suite
définie par (—1)™ n’a pas de limite.
Mais on peut utiliser la comparaison de la suite (1},) avec une suite (U,,) qu’on définit pour tout
entier naturel n par U, = n? — 1
En effet, Vn € N :

-1< (="

nf—1<n?2+ (D"
n?2—-1<V,
U, <V,
Or, lim n? = + o, et par somme, lim (n? —1) = + o
n-+oo n—-+oo

lim U, =+o0
n—-+oo

Donc, d’apres le théoréme de comparaison,
lim V, = +o

n—-+oo
Illlustration graphique :

1 1 L‘T” 1-,

10 n
. i -1 1
@ 1 0 0
a0 U, . 3 5
K] a a

]
4 15 17
204
. g 24 24
® B 5 a7
10 7 48 48
L]
™ g 63 atal
@
g ao a0
he . T T T T T *
Tb 1 2 3 4 5 B 10 ag 101
Démonstration :

e Par définition, si nl_i)rlloo(un), alors il existe un entier naturel n, tel que pour tout entier naturel
n=n; ,u, €JA4; +oo[.

o De plus, par hypothése il existe un entier naturel n, tel que pour tout entier naturel n = n,,
Uy < Uy

e Soit N un entier naturel supérieur ou égal a n, et n,. Donc pour toutn = N : v, = A4, ainsi
par définition de la limite +o0 on déduit: lim v, = +co.

n—-+oo
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9.2.2 Théoréme de comparaison pour prouver qu’une suite a comme limite -

Soit (u,) et (v,,) deux suites telles que, a partir d’'un certain rang , u,, < v,.

Si lim v, = —o0 alors lim u, = —o0
n—-+oo n—-+oo
Exemple :
Etudier la convergence de la suite (U,,) définie pour tout entier naturel n par U, = —n? + sin(n)
Réponse :
On définit la suite (1},) pour tout entier naturel n par ¥, = —n? + 1
VneN:
sin(n) <1
—n? +sin(n) < —n?+1
U, <V,
Or, lim —n? = — oo, et par somme, lim (—n?+1) = —oo
n—-+oo n—+oo
lim V, = —o0
n—+oo

Donc, d’apreés le théoréme de comparaison,

lim U, = —x
n—-+oo n
Illlustration graphique :
n U, V.,
_D’ . T T T T T I:I I:I 1
[u} 1 ‘ 3 4 al [} - 1 016 0
2 -3.09 -3
| ®

-10 ] -8.86 N
, 4 -16.76 -14
204 ] -25.96 -24
® B -36.28 -38
. ) 7 -48.34 -48
-307 Va 8 -63.01 -63
’ g -a0.a4 -a0
-40- U, 10 -100.54 -99

9.2.3 Théoréme des gendarmes pour prouver qu’une suite a pour limite /
Soit (u,,), (v,,) et (wy,) trois suites telles que, a partir d’un certain rang, u, < v, < w,,.

Si lim v, =1 et lim w, =10 alors lim v, =1
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Exemple :
Etudier la convergence de la suite (1},) définie pour tout entier naturel n non nul par :

5
V, = —sin(n) + 2
n
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Réponse : On définit la suite (U,,) pour tout entier naturel n non nul par :
U > + 2
" on
et la suite (I#,,) pour tout entier naturel n non nul par :
|14 > + 2
" n
vneN*:

—1<sin(n) £1
—5<5sin(n) <5
—5 5si 5
-5 _Ssin(m) _5
n n n

-5 5 sin(n) 5
—+2<——+2<

—+2
n
U, <V, W,
.5 . . -5 _ . 5 _
Or, nl_lgl@; = 0, et par produit et par somme, nl_lglq) ( - + 2) =2et ngrfm (n + 2) =2
lim U, = lim W, =2
n—-+oo n—-+oo

Donc, d’apreés le théoréme des gendarmes,

lirP V, =
n—-+oo
lllustration graphique :
S W, L Un
. n 1 -3
5 2 05
8
.o, 3 0.33
[
1Vu. ‘tls.........' 4 0.75
.:ooo"."'." > 1
o ® s B 117
) 5 10 15 B 7 1.29
8 1.38
e U/, 9 1.44
10 15

9.3 Remarque
(u,) convergevers | < (u,41) convergevers | .

Conséquence :

6.21
427
224
1.05
1.04
197
247
262
223
173

W,

45
3.67
325

283
271
263
2.56

25

Soit (u,,) une suite définie pour tout n € N par u, .1 = f(u,)

Si la suite (u,) converge vers une limite finie [, alors [ vérifie I’équation [ = f (1)

Démonstration :
Pourtoutn € Nonau,,; = f(u,) donc lirP Ups1 = lirjp f(uy,)
n—->+oo n—>+oo
Or, lim u,.q =1
n—-+co
lim f(u,) = f(D
n—-+oo
D'ou:l = f()
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9.4 Théoreme de la convergence d’'une suite monotone (admis)

e 1% cas: Soit une suite croissante. Si cette suite est majorée alors elle converge.

Exemple :
Ml=3
5 (U,)
® ® ®
®
1 ®
0
0 1 2 3 4 5,

La suite (U,,) définie sur N* par U,, = 2 — z

On montre que :
e (U,) estcroissante
o (U,) estmajorée par 3 (par exemple)

On conclut que d’apreés le théoreme de la convergence d’une suite monotone, la suite (U,,) a une limite finie.

e 2% cas: Soit une suite décroissante. Si cette suite est minorée alors elle converge.

Exemple :

4 e

. . 1 1’ ||.I
m = 3 ® ®

3_

2_

1_

I:I T T T T T

0 1 2 3 4 5,

La suite (V;,) définie sur N* par V,, = 3 +%

On montre que :
e (V},) estdécroissante
o (V) estminorée par 3 (par exemple)

On conclut que d’aprés le théoréme de la convergence monotone, la suite (V;,) a une limite finie.

A Le théoreme de la convergence monotone permet d’assurer qu’une suite converge. Mais il ne

donne pas la valeur de la limite.
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9.5 Propriété : Suite croissante de limite /

Soit une suite croissante. Si cette suite est converge vers [ alors [ est un majorant de la suite.

Exemple :

I 42

2_

Ll

La suite (U,,) définie sur N* par U,, = 2 —%
On montre que :

e (U,) estcroissante

e (U,) converge vers 2

On conclut que 2 est un majorant de la suite (U,).
Démonstration :

Utilisons un raisonnement par I'absurde. Supposons que la propriété soit fausse.

Montrons que :

_((uy,)est monotone strictement croissante )
alors [ n’est pas un majorant de (u,)

Si lim (u,) =1

n-+oo

Conduit a une absurdité.
(1) [ n’est pas un majorant de (u,) donc il existe au moins un des termes u,, de la suite tel que
U, > 1
(2) nl—iHloo(u") = [ signifie qu’il existe un rang ny a partir duquel, pour tout n = n,, tout
intervalle ouvert contenant [ contient tous les termes u,, de la suite.
Au point (1) on avait : I < uy
Par ailleurs, on a parexemple: [ — 1 < [
Etdoncona:l—1<Il<u,

D’ol l'intervalle ouvert ]l — 1 ; uy[ est un intervalle ouvert contenant L.

On en déduit qu’il existe un rang n, a partir duquel, pour tout n = n, , l'intervalle ouvert
]l —1; uy[ contient tous les termes u,, de la suite.

(3) La suite (u,) est monotone croissante, donc, pour tout n > k on a u,, > u.
Donc, pour tout n > konau, > l.

Conclusion :

D’aprés le (2) il existe un entier n, tel que pourtoutn >ngona:l—1<u, < u.
D’aprés le (3) il existe un entier k tel que pour toutn > k ona:u, > u,.

C’est absurde. Donc la propriété énoncée ne peut pas étre fausse. Donc elle est vraie.
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9.6 Théoreme : suite croissante non majorée

Soit une suite croissante. Si cette suite n’est pas majorée, alors elle diverge vers +oo.

irr @

58 "l!l'nl-l

51 ]

4_

A L ]
3
L ]
2_
L ]
19 ]
L ]

T I:I * T T T T T T
-1 o 1 2 3 4 5 G 7 g 7

11 T

Démonstration : Soit A un réel.

e Llasuite (uy)n’est pas majorée donc il existe un entier n, tel que u, > A.

e De plus, la suite (u,) est croissante , donc tous ses termes , a partir du rang n, sont
supérieurs a A et sont donc dans l'intervalle |4 ; + oo].

Donc tout intervalle du type ]A ; 4 oo[.contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang

(qui est ny). Donc, par définition de la limite +oo, la suite (u,) tend vers +oo.

De méme, on démontre que :

Soit une suite décroissante. Si cette suite n’est pas minorée, alors elle diverge vers —co.

9.7 Limite d’'une suite de terme général g~

Propriété :

Soit (u,,) la suite définie sur N par u,, = q" avec q € R.

Si le valeur du réel g est telle que ... q<-1 -1<g<1 qg=1 qg>1
i n_—... 7 Avi
Alors nl_IHIm q- = n’existe pas 0 1 +00
Hllustration :
n— (-1,2)" n— (—0,8)" n+— 0,8" n— 12"
[, L, . . )
2 ® 2 24 2
® e °
14 1@ ® 14 ® 19 @
T I:l T T T T » T I:l T T T T » I:l . . . . LS I:l LY
4 loer 2z 03 4 5 a4 o1 o2 § 4 @ T 571 % 3 4 & 0N 102 3 5
-1 I q{ @ 11
® -1 1l -1 1l
®
-2 -2
® -2 -2
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Démonstration : dans le cas ou g >1.

* Démontrons d’abord, par récurrence, le résultat préliminaire suivant :
Va € Rt*,vn € N, 14+a)">1+na
On appelle B, la propriété a démontrer.

Initialisation : pour n = 0.
D’une part, Va € RY*, (1+a)’=1
D’autre part, Va € R**, 1+0a=1
Doncona
Va € R, 1+a)’=>1+0a

La proposition P, est vraie.

Hérédité : On admet que pour I'entier naturel k, la proposition Pk est vraie soit :

veeRY, (1+a)=>1+ka

Démontrons alors que la proposition P4 I'est aussi soit
VaeRY, (A+a)*'>1+(k+Da

Les propositions suivantes sont équivalentes :
Va € Rt A1+a)f>1+ka
Va e RY, (A+a)*'>1+ka)(1+a)
Va eRY, (A1+a)*"'>1+a+ka+ ka?
Va € R, A+ a)*t>1+ (k+ Da + ka?
or,1+(k+Da+ka?=>1+ (k+ Da

Donc
Ve eR™, (1+a)f*1>1+(k+Da

Ainsi la proposition B, est héréditaire.

Conclusion : P, est vraie tout entier naturel n

*Comme q > 1 alors on peut poser g = 1 + «a avec a >0.
Ainsi, la propriété P, démontrée s’écrit: q" = 1+ na
On calcule les limites :
nl—i>Too(1 + na) = +oo
D’oy, en utilisant le théoreme de comparaison :

lim q" =+
n—-+oo
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10 Limite d’'une fonction

10.1 Limite finie / en +o ou —o
Soit | un réel.

Dire qu’une fonction a pour limite | en +oo signifie que tout intervalle ouvert |l — & ; [ + ]
contenant | contient toutes les valeurs de f(x) dés que x assez grand. (Enoncé analogue en —).

Remarque :
Cette définition est analogue a celle donnée pour les suites de limite [ en remplagant « a partir d’'un
certain rang ny » par « des que x est assez grand », autrement dit a partir d’un certain réel x,.

lllustration :

Joo) A

==} 2xe

10.2 Limite infinie en +o

Dire qu’une fonction f a pour limite+co en +oo signifie que tout intervalle |A; +oo[, avec A réel,
contient toutes les valeurs de f(x) pour X assez grand.

lllustration :

Exemple : Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(x) = +x.

Démontrons avec la définition que lim f(x) = 400
X—+00

Soit A un réel positif. Vx > A < x > A% Doncpour X assezgrand (ici x > A?%),
I'intervalle ]A ; +oo[ contient toutes les valeurs de f(x). Ainsi 1ir_{1 Vx = +oo.
X—>+00
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Dire qu’une fonction f a pour limite —co en 4o signifie que tout intervalle ]| — o ; B[, avec B réel,
contient toutes les valeurs de f(x) pour X assez grand.

A y Ip

vy

10.3 Limite infinie en -

Dire qu’une fonction f a pour limite4+co en —oo signifie que tout intervalle |JA; +oo[, avec A réel,
contient toutes les valeurs de f(x) pour tout X inférieur a une certaine valeur x,..

lllustration :

Ny

A

[

1 :r\..

Iy -
Jim_ () =400

Dire qu’une fonction f a pour limite—co en —oo signifie que tout intervalle | — oo ; B[, avec B réel,
contient toutes les valeurs de f(x) pour tout X inférieur a une certaine valeur x,..

Hllustration :

iy yJ

\ By

lim f(z)=—o0

I—r—20
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10.4 Pas de limite en + o
Une fonction peut n’avoir ni limite finie ni limite infinie lorsque x tend vers +oo
lllustration :

b

]
]

*F’\J *‘(3)

&

La fonction sinus n’a pas de limite en 400

10.5 Limite finie I en un réel a
Soit | un réel et soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant un certain réel a.

Dire qu’une fonction a pour limite | en x = a signifie que tout intervalle ouvert |l — & ; [ + [
contenant | contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est assez proche de a.

Remarque 1 :

On entend par « dés que x est assez proche de a », le fait qu’il existe un intervalle Ja — 6 ; a + 6] tel
quesix € la— &8 ;a + §[ alors toutes les valeurs de f(x) sont dans l'intervalle ]l — € ; L + &[ qu’on
a choisi.

Remarque 2 :
La définition précédente reste valable dans le cas ou la fonctionf est définie sur un ensemble du

typela—h;a[Ula;a+h[ou]a—6;aloula;+oof.

Hllustrations :

f est définiesur Ja —h;a + h[ f est définiesurJa—h;a[U]a;a+ h[

Y ¥

=Y
=Y
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10.6 Limite +o en un réel a

Dire qu’une fonction a pour limite 400 en x = a signifie que tout intervalle JA; 4+oo[, avec A réel,
contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est assez proche de a

Hllustrations

f est définie sur Ja; a + h[ f est définiesurJa —h;a[U]a;a + h[

0 g (1 O g (1
lim f(x) = +oo lim f(x) = +o0
xX—a xX—a

Remarque :
On définit de la méme fagon
lim f(x) = —o0

x—a

10.7 Pas de limite en a

Une fonction définie sur un ensemble du type Ja — h; a[ U ]a; a + h[ peut ne pas avoir de limite en

a. C'est le cas par exemple de la fonction définie sur |—oo ; 0[ U ]0; +oo[ par f(x) = sin G)

’j

-0.625 I ‘-nlrfs +0.625]
/

I
\

ih

10.8 Théorémes généraux.
e Lesthéoremes utilisés pour les calculs des limites de suites sont réutilisés et étendus aux
limitesen —oo et enunréela.
o [etl'sontdeuxréels, f et g sont deux fonctions définies sur un intervalle ou une réunion
d’intervalles de R
e Leréel a peut étre remplacé par +o0 ou —o.
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10.8.1 Limite d’'une somme.

lim £(x) l l l + — + o
lim g(x) A + — + — —
X—a
lim (f + g)(x) I+ + o — + o — FI
10.8.2 Limite d’'un produit.
lim f(x) I | I>0|1>0|1<0|Il<0| +00 | +00 | —o0 0
lim g(x) U 400 | —0 | 40 | —o0 | +0 | —00 | —o0 | +o0ou—
;i_r)r(ll(fg)(X) LU +0 | —0 | —0 | +® | +®0 | —® | +»® FI
lim fCx) l + o0 — o0 + 00 ou —
_ +oosik >0 —oosik>0
;grzlkf(x),kE]R kl 0sik=0
—oosik <0 +oosik <0
10.8.3 Limite d’'un quotient.
lim f(x) l l l#0 | +0 | +0 | —0 | —o0 0 + 00 ou—
+ oo
limg(x) | '#0| ou 0 |I'>0|I'<0|I'>0|I'<0| 0 | +o0u—o
+ oo
f l e
lim (—) (x) - 0 ou + o — | —o0 | 4+ Fi Fi
x->al\g U
+ oo

10.9 Théoréeme des gendarmes (admis)

alors :

Soient f, g et h des fonctions et [ un réel.

lim f(x) =1

X—+00

Si pour x assez grand, g(x) < f(x) < h(x), si 11111 gx) =1 etsi 1ir_{1 h(x) =1
X—+00 X—+00

Ce théoreme s’étend aux cas de limites en — oo et en un réel.
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10.10 Théoreme de comparaison (admis)

Soient f et g deux fonctions.

o Si pour x assez grand, f(x) = g(x) et si xlir;n g(x) = +oo alors th f(x) =4

e Si pour x assez grand, f(x) < g(x) etsi liT g(x) = —oo alors lir_El f(x) = —
X—+ 00 X—+ 00

10.11 Limites et composées
10.11.1 Composée de deux fonctions

a, b et c désignent des réels ou +o0 ou —oo.
f et g sontdes fonctions. Si lim f(x) = b etsi lir% gx)=c
xX—a N g
alorslimgo f(x) =c¢
xX—a

Exemple : Soit f la fonction définie sur R*par f(x) = cos G) . Calculer 1ir+n f(x)
X—+00

. L1 . - . 1

Réponse: lim == 0 etlim cos(X) = 1 donc par composition, lim cos (—) =1
xX—>+00 X X-0 X—+00o X
10.11.2 Composée d’une suite et d’'une fonction
a et b désignent deux réels ou +c0 ou—co,
(u,) est une suite, f est une fonction.
Si lim u, =a et silimf(x) =b, alors lim f(u,) =»b
X—a n—+oo

n—+oo

. . L . b4 1 .
Exemple : Soit (V)1 la suite de terme général v, = sin (Z + Z)' Calculer lim v,
n-+oo

Réponse : Posons v, = f(u,) avec:

(uy,) la suite définie sur N* paru,, = % + % et f la fonction définie sur R par f(x) = sin(x).

l i
im u, =—
noto 4
. , A . . V2
lim sin(x) = — donc par composition, lim v, = —
T 2 n—-+oo n 2
x—-—

4

11 Asymptotes.
11.1 Asymptote parallele a I'axe des ordonnées (asymptote verticale).

Soit f une fonction définie sur un intervalle Ja ; b[ ou Jc; a[ (a, b, c réels)

Si lim f(x)=+w ou lim f(X)=—w, alors la droite d'équation X = a est une asymptote
X—a X—a

verticale a la courbe Cr représentative de f.

11.2 Asymptote parallele a I'axe des abscisses (asymptote horizontale).
Soit f une fonction définie sur un intervalle ] ]a ; +oo[ (respectivement |—oo ; al). (a réel)
Si lirP f(x) = b (respectivement lim f(x) = b),

X— 400 X—> —00

alors la droite d’équation y = b est asymptote horizontale a la courbe C; représentative de fen +oo
(respectivement—oo).
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