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CHAPITRE 4 : Les nombres complexes

lére PARTIE : Forme algébrique

1 Définition
L'ensemble des nombres complexes, noté C, est I'’ensemble des nombres qui peuvent
s’écrire sous laforme : z = a + ib, avec a et b deux réels et i un nombre tel que iZ =-1.

1.1 Théoréme
Tout nombre complexe s’écrit de maniére unique sous la forme a + ib.

Cette forme s’appelle forme algébrique.

1.2 Définitions
a, noté Re(z), est appelé la partie réelle de z.

b, noté Im(z) , est appelé la partie imaginaire de z.

Cas particuliers : a = 0 équivaut a le nombre complexe est imaginaire pur.

b = 0 équivaut a le nombre complexe est réel.

1.3 Théoreme
e Deux nombres complexes z et z' sont égaux si et seulement si Re(z) = Re(z’) et
Im(z) = Im(2").

ez =0 équivauta Re(z) =0 et Im(z) = 0.

Axe des imaginaires purs

Exemple :

Axe des réels
Représentation du
nombre complexe

z=3+2
Re(z) =3
Im(z) =2




2 Nombre complexe conjugué

2.1 Définition
Soit z le nombre complexe tel que z = a + ib.
Le nombre conjugué de z, noté Z est tel que Z = a — ib.

Axe des imaginaires purs

Représentation du

nombre complexe z =
342

et de son conjugué z =

3-2i Axe des réels
Re(z) =3 -

Im(z) =2

Re(2) =3

Im(2) = -2

2.2 Théoreme 1
Pour tout nombre complexe z =a + ib,ona: zZ = a® + b2,
zZ est donc un réel.

Démonstration : zZ = (a + ib)(a — ib) = a® — (ib)? = a® — i%h? = a? + b>.

2.3 Théoreme 2
Pour tous nombres complexes z et 7" :

(1)Z+Z’=Z'+Z_'
2)z=z

(3) zz' = z7'
(4) Pourtoutz # 0 (
Z
(5) Pourtoutz' = 0 (—,
z

(6) Pourtoutn € Z z" = ()"



Démonstrations :

1) z+z =a+ib+a +ib'=((@+a)+i(b+Db)
doncz+z' =(a+a’)—i(b+b")

Etz+z =a—ib+ad —ib'=(a+ad)—i(b+b")

Dollerésultat:z +z =z + 7'
2)Z=(a—wh)=a—(-ib)=a+ib=z

(3) zz' = (a+ib)(a' +ib") = (aa’ — bb") +i(a’'b + ab")
donczz’ = (aa’ — bb') —i(a’'b + ab")
Etz.z' = (a — ib)(a' —ib") = (aa’ — bb") + i(—ab’ — a’'b) = (aa’ — bb") —i(a’b + ab")

D’ou le résultat : zz' = zZ'

(4) - —i VLI ;
1= - xa lb=a ib donc <l>:ﬂ
z a+ib a—ib a?+ b2 7

1 ><a+ib_a+ib

a—ib a+ib a?+ b2

1
Et —=
Z
D’ou le résultat : (1) — 1
z Z

(5) @:@:z‘xgzzxézg

(6) Démontrons par récurrence I'égalité z* = (2)™ pour toutn € N :
e Initialisation:z° = 1doncz® =1 etl=(2)° doulerésultat z° = (2)°
e Hérédité : On suppose que pour un entier naturel k, 7k = (2D

Montrons qu’alors (zk+1) = (2)k*1

(zk) = (zk x 2) = 2k x 7 = (D)* x 7 = (Z)k*?

e Conclusion:Pourtoutn €N  zm" = (2)"

On admet I'égalité z* = (Z)™ pour tout n entier négatif :

2.4 Théoreme 3
Soit z un nombre complexe.
(1) z estun réel équivauta z = Z.

(2) z est un imaginaire pur équivautaz = —2Z.



2.5 Théoreme 4
Quel que soit le nombre complexe z :

e 7+ Zestun réel

e 7z — zZ estunimaginaire pur
Exemple:Soitz=3+2ietz=3—-2i.0naz+Z=6etz—Z=4i.

3 Résolution dans C d’équations du second degré a coefficients réels
Soient a, b et ¢ des réels , avec a # 0.

On considére I'équation az? + bz + ¢ = 0. Elle admet :

—b—+A —b + VA
e Si A > 0 deux solutions réelles Z] = —— Z, = ————
2a 2a
. . , A
e Si A = 0 une solution réelle double —b
e SiA < 0 deux solutions complexes conjuguées 7, = “h-iv-A et z,= “h+iv-A
2a 2a
Démonstration :
e Mise sous forme canonique du trindme az? + bz + ¢ :
) , b c
az®+bz+c= a[z +—z+—]
a a
b b\? b b2
24— t le début d ) =202, 07
z°t+ -z est le début de Z+2a =72+ Z+4a2
2+bz+c= (+b)2 b2+c
az Z c=allz oa 4(12 2
5 b\*> b% 4ac
az +bZ+C=a<Z+z) _W-l_W
2 s byt e <+b)2 b2 — 4ac
az Z c=allz oa 4a2
Z+bz+c= ( + b )2 -
az Z c=allz 2a 4a2

e Factorisation
SiA > 0ousiA = 0, on retrouve les résultats vus en premiére.
SiA<Oalors-A>0



2

M2+M+c=aK2+£)4«:éﬂ

2a 4q2
, b\> (V=B
az“+bz+c=a (Z+—> +
2a 2a
2 2
2 b 02 V—A
az“+bz+c=a (Z+—> —1
2a 2a

az’ +bz+c=a

ra) - ()]

2a 2a

i) (oo

azz+bz+c:a[<z+—+i—

2 —
+bz+c= +—+
az Z c a [(Z 5 5

azz+bz+c=a[<z

2a 2a

2a

azz+bz+c=a[<z—
2a

az’? +bz+c=al(z—z) X (z — z,)]

e Conclusion

b iV —A) ( b —i —A)]
X |z+ +
a a a

b+MI)( b—MEﬂ
t———|x (24—

8. 5115

Si A < 0 I'équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions qui sont les nombres complexes

conjugués :

—b —iv—A —b+iv—A
Zl - et Z2 o
2a 2a
Exemple : Résoudre dans C I'équation z2 — 6z + 10 = 0
L’équation est de laforme az? + bz+c¢=0 aveca=1, b =—-6, c = 10.
A=(—-6)2—-4(1)(10) A=—-4 A<O
Donc I’équation a deux solutions complexes conjuguées : 7, = 6 — iv4 Z, = 6+ iv4
2 2
6 —2i 6+ 2i
Zl = 2 et ZZ == 2

L’ensemble des solutions dans CestS = {3 —i;3 + i}



4 Nombres complexes et géométrie

4.1 Représentation graphique d’'un nombre complexe
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0; u, ¥)

e On représente le nombre complexe z de forme algébrique z = a + ib par le point M de
coordonnées (a; b).

On dit que le point M est I'image du complexe z et que le complexe z est I'affixe du point M.

Pour écrire « le point Md’affixe z » on écrit M(z) ou z est un nombre complexe.

Exemple :

Placer dans le plan complexe
le point M d’affixe z = 3 + 2i

On a donc associé a chaque nombre

complexe z de forme algébrique z = RN

s

a+ib, le point M de coordonnées
(a;b).

e Par ailleurs, il est possible d’associer a chaqu

ib , le vecteur w de coordonnées (a; b).

z est laffixe du vecteur w.

On note w(2).

Exemple :

Représenter dans le plan complexe

le vecteur w d’affixe z = 3 + 2i




e ’axe (0; 1) est appelé axe des réels , 'axe (0; V) I'axe des imaginaires purs.

e Le plan dans lequel les points sont repérés par leur affixe est appelé le plan complexe.

4.2 Lien avec la géométrie
On considére les points M(z), M’(z’) et M;(z,) du plan complexe.

e 7' — 7 est I'affixe de MM’
Siz=a+ibetz =a' +ib

Alorsz' —z=(a'—a) +i(b' — b)

Cas particulier :

OM a pour affixez — 0 =z

OM a la méme affixe que M.

e M(z) et M'(Z) sont symétriques
par rapport a I'axe des réels.




e z =7 équivauta M(z)
appartient a I'axe des réels.

e z=—7 équivauta M(z)
appartient a I'axe des imaginaires purs.

e M(z)etM'(—z) sont
symétriques par rapport au point O




o M(z)etM'(—2) sont
symétriques par rapport a I'axe des
imaginaires purs.

e M(z) et M'(Z") ont pour milieu le

z+z'

point M, d’affixe z; =

10



2eme PARTIE : Forme trigonométrique

5 Module et arguments d’'un nombre complexe

5.1 Module

Soit z un nombre complexe de forme algébrique z = a + ib (a et b réels).
Le module de z, noté |z|, est le réel défini par |z| = Va? + b?

Interprétation géométrique :
Dans le plan complexe, si M a pour affixe
z alors |z| = OM

Exemple :
Soit z = 4 + 3i. Calculer r = |z|.

Théoréme : Pour tout nombre complexe z, ona: z X Z = |z|?

Démonstration :

1. Soitz = a + ib. Calculer z X Z.
2. Comparer a |z|?.

Module et distance
Soit les points M (a ; b) et M'(a’; b") dans le plan rapporté au repére orthonormé (0; u , V).

1. Avec les coordonnées :
MM' = \/(a’ —a)2+ (b' —b)?

2. Avec les affixes :
Onposez=a+ibetz =a' +ib

OnaM(z), M'(z") etdonc MM'(z" — z).

z'—z=(@ —a)+i(b'—Db)

|z’ — z| =/(a’ — a)? + (b’ — b)?

Conclusion :

z' —z| = MM’

11



5.2 Arguments
Soit z un nombre complexe non nul et M le point d’affixe z dans le plan complexe muni du
repére orthonormal (0;u, V).

Un argument de z, noté arg(z) est une mesure de I'angle orienté de vecteurs (TZ, 071)
Exemple :
Soit z = 3v/3 + 3i.
Calculer 8 = arg(2).

Remarques :
e 0 n’a pas d’argument.

e Un nombre complexe non nul a une
infinité d’arguments.

Si @ est 'un d’entre eux, tout autre est
delaforme 8 + 2krx,k € Z.

5.3 Forme trigonométrique
Soit z un nombre complexe
non nul de forme algébrique
z=a+ib.

Soit r le module de z et 6 un
argument de z.

a=r.cosf
Onaalors: .
b =r.sinf

Ainsi z = r(cosf + i.sinf).
Cette écriture est appelée

forme trigonométrique du
complexe z.

Exemple :
Soit le nombre complexe z écrit sous la forme algébrique z = 33 + 3i.
Ecrire z sous la forme trigonométrique.

Propriétés :

e Deux nombres complexes sont égaux si et seulement s’ils ont méme module et méme
argument a 2km pres, k € Z.

e Si un nombre complexe z s’écrit z = r(cos@ + i.sinf) avecr > 0

alorsr = |z| et 8 = arg(z) [2m]

12



6 Propriétés du module et des arguments
6.1 Arguments d’'un réel, d’'un imaginaire pur

Soit z un nombre complexe non nul.

ez estun nombre réel non nul si
et seulement si arg(z) = 0[]

e z est un nombre réel strictement
positif si et seulement si
arg(z) = 0[2r]

e 7z est un nombre réel strictement
négatif si et seulement si
arg(z) = n[2m]




e z est un nombre imaginaire pur
non nul si et seulement si

arg(z) = %]

6.2 Propriétés du module

(1) |z| = 0 sietseulementsiz =20 Démonstration :
Soitz =x +1iy
% |Z| = O

équivaut successivement a :

« JxZ+yZ=0

* x24+y2=0

. {x=0
y=0

* z=0

2) vze(lz| =|z|

Démonstration :
Soitz=x+iyetz=x—1y
|z| = Vx? + y?

2] = /22 + (=y)?

1Z| = Vx? + y?

Donc Vz € C, |z| = |z|

38) Vze(|-z| =z

14



V(z,z") € C%, |z x Z'|

Démonstration :

v(z,z) e C?:
Siz =r(cos6 + isin0)

- etz =1'(cosh' + isind")
~Alors |zl =ret|Z| =1

zz' = r(cos@ + isinf)
X r'(cos@' + isinf")
zz' = rr'[(cosOcosO' — sinbsind")
+ i(sinBcosO’
+ cosBsinb’)]
zz' = rr'[cos(0 + 0") + isin(6 + 0")]

. C’est la forme trigonométrique d’un

complexe de module rr’

! Conclusion :
" V(z,Z2) e C?|zxZ| = |z| x |Z|
.~ Sizouz estnul:
" Alorszxz' =0et|zxZ|=0
- et|zl=0o0ulz'| =0donc|z| X |z'| =0
" V(z,2) e C?|zxZ|=|z| x |Z|

6
(6) vz € C,Vz' € C*,

|z|
ZI

-
zZ'l

Démonstration :

* ! * Z 1
vze Chvz e (7, —=zZX—=
z z
D’apres la propriété (4) :
1 1
ool =11 5]
z
D’apres la propriété (5) :
! * 1 1
vz € C ) —,| =T
2’|
Donc
2] = 1zt x || = tet x
—|=1z| X |=| =|z] X
z' z |Z'|
Conclusion :
oo |2 1
VZEC,VZ EC, —,|:—,
zl |7

15



) vzecvneN, |z = |z

Remarque 1 :

On admet que la propriété (7) est
vraie aussi lorsque n est un
entier négatif non nul :

Démonstration :
Démonstration par récurrence :

. Initialisation :
- VzEC zl=1z
. Doncz € C,Vn € N*, |z| = |z|*
"~ Hérédité :
* Supposons que pour un entier naturel
. non nul k donné, on ait :

Vz € C, |z¥| = |z|*

" Onsait que :

|z = | 2% x z|.
; D’apres la propriété (4) :

|z X z| = |2¥| x |z]

Donc:

|2F*1| = |z¥| x |z|
- D’apreés I'hypothése de récurrence :
: vz €C, |z¥| = |z|¥
- Donc:
2K = zlF x|z
i |Zk+1| — |Z|k+1

 Ainsi la propriété est vraie pour I'entier
- naturel k + 1.
. Conclusion :

Vz € C,Vn € N*, |z"| = |z|™

Remarque 2 :
La propriété (7) est vraie aussi lorsque n
est nul

V(z,z') € C? |z + 2|
<lz| + 12|
(inégalité triangulaire)

(8)

Remarque :
En général :
|z +z'| # |z| + |Z'|

Démonstration :
Soit M(z), M'(z") et S(z+ Z')

|z +z'| = 0S
Ona:{ |z|=0M
|z'| = oM’

16



6.3 Propriétés des arguments
z et z’ sont deux nombres complexes non nuls.

(1) vz € C, arg(z‘) ?emonstratlon:

= —arg(z) [27]

M(z)

2) vz € C*,arg(—2)

= arg(z)
+ 1 [27]

(3) V(z,z") € C*?,

arg(z X Z') = arg(z)
+arg(z) [2n]

17



Démonstration :

Vz € (C*,1 xz=1
D’apres IaZpropriété (3):
arg G X Z) = arg G) + arg(z) [27]
Comme é Xz=1
Alors arg G X z) = arg(1) [2m]
arg e X z) =0 [27]

Donc arg G) + arg(z) = 0 [2n]
Conclusion :

Vz € C*,arg (;) = —arg(z) [2m]

5
) V(z,z") € C*?, arg (3)
= arg(z) — arg(z") [2m]

Démonstration :

vz € C*,Vz' € C,
D’apres la propriéte (3)Z:
arg(z X %) = arg(z) + arg <§) [27]
D’aprés la propriété (4) :

vz' € C* arg (;) = —arg(z') [2n]
Donc

arg(z X l,> = arg(z) — arg(z") [2m]
ConclusionZ:
V(z,z") € C*?, arg (3)

= arg(z) — arg(z) [2m]

(6) vz € C*,vn € N*,arg(z")
=n X arg(z) [2m]

.. Remarque 1:

La propriété (6) est vraie aussi
lorsque n est un entier négatif non
nul :

| Remarque 2 :

La propriété (6) est vraie aussi

lorsque n est nul

18



7 Nombres complexes et géométrie

Le plan est muni d’un repére orthonormal (0; i, V). On considére les points M (z), M’(z")

tels que M et M’ soient distincts.
|z' — z| = MM'

arg(z' —z) = (17, W) [27]

On consideére les points A(z,), B(zg), C(z¢), D(zp) distincts deux a deux.

zg —2z4| AB
Zp —zcl CD
Démonstration :
Zp — Zy |zp —z4| AB
zp —2c|  |zp —z¢|  CD

Zgp — Z e T —
arg (B—A) = (CD, 4B) [2n]
Zp — Z¢

Démonstration :

Zp — Z
arg< > ZA) = arg(zp — z4) — arg(zp —z¢) [2m]

D
arg (ZB — ZA> = (ﬁ,ﬁ) - (ﬁ, Fﬁ) [27]
arg (ZB — ZA) = (ﬁ,ﬁ) + (55, 17) [27]
D%
B - A _ —_—
arg (ZD — ZC) = (CD,AB) [2n]

19



Cas particuliers :

(AB) et (CD) sont paralléles équivaut
a:

Zp — Zy
est un réel non nul
Zp — Z¢
Démonstration :

(AB) et (CD) sont paralléles

équivaut successivement a :

(C—D), ﬁ) =0 [27] ou (Fﬁ,ﬁ) =7 [2m]
arg (ﬂ) =0 [2n]ou =7 [2m]

ZDp—ZC

Zp — Zy

est un réel non nul
Zp — Z¢

(AB) et (CD) sont perpendiculaires
équivaut a :

Zp — Zy est un imaginaire pur
Zp — Z¢ non nul
Démonstration :

(AB) et (CD) sont perpendiculaires

équivaut successivement a :
Vs

(CD,AB) =3 [2n]

ou (C—D),E) = —g [27]

Zgp — Z T s
arg (ZZ — Zi) =3 [2] ou = —3 [27]
Zp —Zp  est unimaginaire pur
Zp —Zc  nonnul

8 Notation exponentielle
8.1 Fonction f:0 - cos0 + isinB
On considére la fonction f définie de R dans C par f(8) = cos6 + i sinf

e Montrons que la fonction f vérifie la relation fonctionnelle caractéristique de la

fonction exponentielle.
f(6) x f(8") = (cosO + i sinf)(cosh' + i sind")
f(6) X f(8") = cosB cos@’ +icosO sinf' + i sinb cosf' — sinb sinb’
f(8) X f(8") = cosB cos@' — sind sinf' + i (sinb cos@’ + cosO sinh")
f(6) x f(8") =cos(0+0")+isin(6+0")
f@)xf(0)=f(6+6)

20



y' =iy
f(0)=1

f est la somme de deux fonctions dérivables du R donc f est dérivable sur R et

f'(0) =-sinf + i cosO donc f'(0) =i f(6).

e Montrons que la fonction f est solution de I’équation différentielle {

La fonction f est donc une solution de I'équation différentielle y' =iy

De plus: f(0) = cos0 + i sin0 soit f(0) = 1.

Par analogie :

1. avec la relation fonctionnelle caractéristique de la fonction exponentielle.

2. avec la définition de la fonctionf;, solution de {y};))k); lk €R
on adopte I'écriture : Pour tout réel 8, f(0) = e%®
Ainsi, on notera :
i0

Pour tout réel 8, cosO + i sinfB = e

8.2 Notation e

Le nombre complexe noté sous la forme algébrique a + ib avec a = cos0 et b = sinf

s’écrit donc aussi e?

Ainsi, z = e'? est la notation exponentielle du nombre complexe de module 1 et
d’argument 8 z = cosO + i sinf

io

Le nombre complexe z = e

.TT .TT
Exemples: ez =i, e™ =—1, e 'z = —i.

a comme image un point M du cercle trigonométrique.
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Pour tous réels 8 et 8':

(1)

Formule

[P =1

arg(eie) =0

ol % pi0' — oi(6+6")

io

€ _ i(6-6"
10’

T
(5) = e

vn € Z, (eie)n = gind

(Formule de De Moivre?)

8.3 Forme exponentielle d’'un nombre complexe non nul
Soit z un nombre complexe non nul.

'écriture z = r.e'? avecr = |z| et @ = arg(z) est appelée forme exponentielle de z.

Exemple : le point M d’affixe 4e's

! Moivre (Abraham de), mathématicien britannique d'origine frangaise (Vitry-le-Frangois 1667 - Londres 1754).



