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CHAPITRE 6 : Géométrie dans |'espace

1 Vecteurs de l’espace

1.1 Définition d’un vecteur de I'espace
Propriété et définition

e Soient A et B deux points de I'espace. On associe le vecteur AB 2 la translation qui
transforme A en B.
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Figure 1

e Deuxvecteurs AB et CD sont égaux si et seulement si ABDC est un parallélogramme
(éventuellement aplati).
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Figure 2 Parallélogramme aplati

e On peutalors noterii = AB = CD.
e AB et CD sont des représentants du vecteur .
e Un vecteur a une infinité de représentants. Par exemple, sur la figure 1, si on appelle U le

vecteur de la translation alors 1 a pour représentants AB, NN, MM’, PP’ etc.
Remarques

e Deux vecteurs sont égaux si et seulement s’ils ont la méme direction, le méme sens et la

méme norme. Par exemple sur la figure 2, les vecteurs AB et CD ont la direction horizontale.
Sur cette direction, ils ont le sens de gauche a droite. Enfin, ils ont pour norme 3.
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_— -
e Lorsque A et B sont confondus, on dit que le vecteur AB est nul et on le note 0. Ce vecteur
nul a une norme égale a 0, mais n’a ni direction ni sens.

Théoréme (admis)

e Soient 1 un vecteur et A un point de I'espace. Il existe un unique point M tel que AM =1

M
@

Vu dans le plan Vu dans I'espace
e Ondit que AM estle représentant du vecteur U d’origine A

1.2 Opérations sur les vecteurs de I’espace
Définition (régle du parallélogramme)

e Soient les vecteurs 7 et # de I'espace de représentants respectifs AB = 1 et AC = ¥

- -

e Lasomme des vecteurs i et ¥ est le vecteur noté i + ¥ de représentant AD = % + ¥ tel que
ABDC soit un parallélogramme.

) )

34 34
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Propriété (relation de Chasles)

Pour tous points A4, B et C de I'espace, AB + BC = AC

Définition

)

e Soient % un vecteur non nul et k un réel non nul.

Le vecteur ki est le vecteur quia :

O

@)

O

k>0 Exempleaveck =2

}

la méme direction que le vecteur U
le méme sens que U si k > 0, le sens contraire de U sik < 0
pour norme |k| X |1 ||

k <0 Exemple aveck = —0,5

)

U
=

- 5]

|
=
(s3]
=N
=)

Figure 3 Figure 4

e Pour tout vecteur U et pour tout réel k, 0 U = k 0=0.
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Propriétés

Soient U et ¥ deux vecteurs de I'espace. Soient k et k' deux réels.

ki=0 © k=0 ou i=0
k(k' @) = kk'
e+ k') T = kil + k'

k(i +v) =ku+ kv

Définition

Soient U et ¥ deux vecteurs de I'espace.

On dit que U et ¥ sont colinéaires s'il existe un réel k tel que t = kv ou ¥ = kil (voir les figures 3
et 4).

Remarques

e Deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et seulement s’ils ont la méme direction.
e Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur.

2 Droites et plans de I’espace

2.1 Caractérisation vectorielle d'une droite
Définition

Soient A et B deux points distincts de |'espace.

La droite (AB) est I'ensemble des points M de I'espace tels que AM =k E, ouk € R.

A chaque point M de la droite correspond un unique réel k . Ici, M est tel que AM = 1,5 AB.
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Remarque

Un point A et un vecteur directeur U suffisent a déterminer une droite : c’est la droite passant par le
point A et de vecteur directeur .

2.2 Caractérisation vectorielle d’'un plan
Définitions

Soient U, U et W trois vecteurs de I'espace tels que i et ¥ ne sont pas colinéaires.

-

U, U et W sont coplanaires lorsqu’il existe deux réels x et y tels que W = xu + yv.

On dit alors que W est une combinaison linéaire de i et .

Exemple

Dans la pyramide réguliere a base carrée ci-contre,
on a |'égalité suivante :

S0 = 234 + 3¢
) 2

Les vecteurs ﬁ, SA et SC sont donc coplanaires.

On remarque que ﬁ, SA et SB ne sont pas
coplanaires.
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Définitions

On dit que des points sont coplanaires s’il existe un plan qui contient ces points.

Soient A4, B et C trois points non alignés de I'espace.
Le plan (ABC) est I'ensemble des points M tels que AM = xAB + yﬁ, oux e Rety € R.
AB et AC sont des vecteurs directeurs du plan (ABC).
Le couple (4B, AC) est une base de ce plan.

Le triplet (4; AB, AC) est un repére de ce plan.

Remarques
Trois points sont toujours coplanaires.

Un point A et deux vecteurs non colinéaires il et ¥ (ou trois points non alignés) suffisent a
déterminer un plan : c’est le plan passant par 4 et de vecteurs directeurs U et .

Par exemple, dans la pyramide précédente, le point S et les vecteurs non colinéaires SAetSE
suffisent a déterminer le plan (SAB).

On dit que les vecteurs SA et SE dirigent le plan (SAB).

Propriété

—_—— L, —

Soient i, U et W trois vecteurs de 'espace tels que i = AB, ¥ = AC etw = AD.

-

U, U et w sont coplanaires si et seulement si les points 4, B, C et D sont coplanaires.

Exemple

e On cherche des représentants
a partir d’un méme point.

e 1, UVetw onten particulier
pour représentants A—ﬁ,Zﬁ et

—

AE.

e Orles points 4, D, H et E sont
coplanaires, donc ﬁ, AD et
AFE sont coplanaires

-

- — . . g 4 H
u, v et w sont-ils coplanaires ? u, v et w sont coplanaires.

-
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3 Positions relatives de droites et de plans

3.1 Positions relatives de deux droites
Définitions

Soient d une droite de vecteur directeur 1 et d’ une droite de vecteur directeur u'.

_
e detd sontparalléles lorsque 1 et u’ sont colinéaires.

d et d' sont paralléles

e d etd sont coplanaires lorsqu’il existe un plan contenant d et d'.
e d etd sontnon coplanaires lorsqu’il n’existe aucun plan contenant d et d'.

d et d’ sont coplanaires d et d’' sont non coplanaires

Propriétés

Soient A, B, C et D quatre points distincts de |'espace.

Les droites (AB) et (CD) sont coplanaires équivaut a 4, B, C, D sont coplanaires.

Par exemple, sur la figure du cube ci-dessus, le plan gris contient A, B, C, D, donc (AB) et (CD) sont
coplanaires.
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Deux droites sont coplanaires si et seulement si elles sont sécantes ou paralleles.

Dans le cube ABCDEFGH, les cotés du carré
EFGH sont paralléles, donc (EF)//(HG)

(EF) n (HF) = {F}

Les droites (EF) et (HF) sont séantes en F Les droites (EF) et (HG) sont paralléles donc
donc (EF) et (HF) sont coplanaires (EF) et (HG) sont coplanaires

Si deux droites sont non coplanaires alors leur intersection est vide.

(EF) et (HC) sont non coplanaires

3.2 Positions relatives d’'une droite et d’'un plan

Une droite est paralléle a un plan lorsqu’elle a un vecteur directeur colinéaire a un vecteur directeur
de ce plan.

La droite (AB) a pour vecteur directeur AB
Le plan (DCG) a pour vecteurs directeurs DC et CG
AB et DC sont colinéaires donc(AB) est parallele au plan (DCG)
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Si une droite n’est pas paralléle a un plan alors on dit qu’elle est sécante avec ce plan en un point.

La droite (EJ) est sécante avec le plan (ABC) au point J

3.3 Positions relatives de deux plans

Deux plans sont paralléles lorsqu’ils ont un méme couple de vecteurs directeurs.

(ADH) et (BCG) ont en commun le couple de vecteurs directeurs (i, V). Donc (ADH)//(BCG)

Deux plans non paralléles sont sécants suivant une droite.

(ADH) et (IFG) ne sont pas paralléles donc ils sont sécants suivant une droite d.
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Lorsque deux plans sont paralléles, tout plan qui coupe I'un coupe I'autre et les droites d’intersection
sont paralléeles.

(ADH) et (BCG) sont paralléles
(IJK) coupe (ADH).
Donc (IJK) coupe (BCG).
Et les droites d’intersection (/L) et (JK)sont paralléles

Théoréme du toit

Soient P et P’ deux plans.
Soient d une droite incluse dans P et d’ une droite incluse dans P’ telles que d // d'.

Si P et P’ sont sécants selon une droite A, alorsA //d // d'.

e ladroite (AB) est incluse dans le plan (ABF).
e Lladroite (CD) estincluse dans le plan (CDF).
e Les plans (ABF) et (CDF) sont sécants.
Donc d’apres le théoréme du toit, leur droite d’intersection A est parallele a (AB) et (CD).
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4 Reperes de I'espace

4.1 Base del’espace
Définition

Une base de I'espace est formée d’un triplet de vecteurs (?, 7, k) non coplanaires.

Exemple de base (T, 7, k)
e Lesvecteurs d'une base sont tous non nuls et non colinéaires deux a deux.

Propriété et définition

Soit (7,7, k) une base de I'espace.
Pour tout vecteur i de I'espace, il existe un unique triplet (x ; v ; z) de réels tel que

U=xl+yj+zk

x
(x;y;2) sont les coordonnées du vecteur 1 dans cette base. On note U (y)
z

Si dans une base (?, 7, E) de I'espace, on a E(Z ;2 ;—4), alors on peut écrire
AB=21+2j-4k
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4.2 Repere de l’espace
Définition

Un repere de I'espace est formé d’un point donné O et d’une base (?, 7, E)
On note (0; 7,7, k) un tel repere.

O est I'origine du repére. Ses coordonnées sont 0(0;0; 0).

Remarque

En changeant l'ordre des vecteurs, on change le repere.

Propriété et définition

Soit (0; 1,7, E) un repére de |'espace.
pour tout point M de I'espace, il existe un unique triplet (x ;v ; z) de réels tel que :

OM=xi+yj+zk
(x;y;z) sont les coordonnées du point M dans ce repére. On note M(X ;Y ; Z).

x est 'abscisse de M dans le repere (0; 1,7, I_c)), y est I'ordonnée et z est la cote.

LY

SX LTI e 40)

On représente I'axe (0Ox) venant vers nous, 'axe (0y) vers la droite et I'axe (0z) vers le haut.
On a placé dans le repére (0; ?,7,k), le point M(2;4;3)
Pour mieux voir, on peut placer M’ de mémes coordonnées que M, mais avec une cote nulle.
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Propriétés
Soit (0; 1,7, I_é) un repére de |'espace.

!

X X
Soient U (y) et v (y’) deux vecteurs, k un réel.
Z Z’

Soient les points A(x4; Y4 ; Z4) et B(xg; Y5 ; Zg)-

.. , Xpq+X + Zp +Z
Le milieu I du segment [AB] a pour coordonnees( AT . YATYB . ZA B)

2 7 2 72

0+4 5+1

SiA(2;0;5)etB(0; 4; Dalors (225 2% 222 ) dou I(1; 25 3)

2

~ x+x kx _ [(*B %2
Dans la base (7, 7,k), U + ¥ <y + y’) ku <ky) et AB (3’3 - YA>

z+7 kz Zp — Zy

0-2 -2
Avec I'exemple précédent: A(2; 0; 5)etB(0; 4; 1) ona AB (4 — 0) soitﬁ( 4 )
1-5 -4

Dans la base (?, 7, k), U et sont colinéaires si et seulement si leurs coordonnées sont proportionnelles

1-2 -1 -2
Puisque A(2; 0; 5)etI(1; 2; 3) onaﬁ(Z—O)soitﬁ( 2 ) Deplus,ﬁ( 4 )
3-5 -2 —4

Les coordonnées de AB et de Al sont proportionnelles. Donc les vecteurs AB et Al sont colinéaires.
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5 Produit scalaire dans I'’espace

5.1 Extension du produit scalaire a I’espace
Définition

—

Soient U et ¥ deux vecteurs de I'espace. Soient les points 4, B et C tels que i = ABet? = AC.

Les points A, B et C étant coplanaires, le produit scalaire des vecteurs il et ¥ qui est noté U. U est le

réel AB.AC calculé dans un plan contenant les points 4, B, C.

. % ne dépend pas des représentants AB et AC choisis.

— — - A

Sur I'exemple ci-dessus, si on veut calculer le produit scalaire u. v alors on pourra calculer AB. AC.
_—— —
Mais on peut prendre d’autres représentants de U et ¥. Par exemple on peut calculer EF.EG.

Propriétés
Soient A, B et C trois points de 'espace, B et C étant distincts de A.

Si les vecteurs U et ¥ sont tels que i = AB et ¥ = AC, alors :

u.v = |[u]l x ||| X cos (BAC) = AB x AC X cos (BAC)

En reprenant le cube précédent et en se plagcant dans le plan (ABC) on peut calculer il ¥ :

Y !
u.v = |[u]l x ||¥]| X cos (BAC) = AB x AC X cos (BAC)
.7 =4 x 42 x cos(45°) = 16
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On peut aussi projeter un vecteur sur la direction de I'autre.

Soit H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

1°" cas : AB et AH ont le méme sens 2¢ cas : AB et AH sont de sens contraires

T gD A

A B
AB.AC = AB x AH

On est dans le 1% cas : AB et AB ont le méme sens.
Donc

AB.AC=ABXAB=4x4=16

Remarque

En particulier, 1. U est noté 1% et est appelé carré scalaire de .

w4 =u? = |14l x 1 = 17112

Dans I'exemple précédent, on a AB.AB = AB x AB = 4% = 16

5.2 Propriétés algébriques du produit scalaire
Toutes les propriétés du produit scalaire dans le plan sont conservées dans |'espace.

Propriétés

Soient trois vecteurs i, ¥ et W et soit k un nombre réel. Ona:
U.V = v.1U (propriété de symétrie)

et u.(kv) = (ku).v = k(U . V) (propriété de bilinéarité)

Sl

(P+w)=u.v+1u.

—

&l
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Exemples :
En appliquant la propriété de symétrieona:

AB.CD = CD.AB
En appliquant la propriété de bilinéarité, on a :

AB.DC = AB.—CD = —AB.CD

Soient trois vecteurs i, et W.On a :
W+ V)% =u%+2u.v+ v?donc |[u+V|? = ||[ul|? + 2u.V + ||[¥]|?
U —-v)?=u%?—-2u.v+v?donc |[u—9|? = |[ul|> - 2u.v + ||[¥]|?

@ +9). @ - ) = [[ull® - 1912

Corollaires (formules de polarisation) On déduit des formules précédentes :

— > 1 — - — -
U= E[Ilu + 12 — |11ll® — 19]1%]
- o 1 =12 =12 — 12
u-v=§[llull + [[v][* = |lu — v||7]
- o 1 — =12 — =112
u-v=Z[|Iu+vll — |[u = v||7]

Ces formules permettent de calculer le produit scalaire de deux vecteurs lorsqu’on connait la norme
des vecteurs et la norme de leur somme ou de leur différence.

_— — —_— — 2 — 2 ——2
AB.AD =5 (|[4B + AD||" - |[4B|" - ||4D]||")
_ 2_Q2__ 92y 2"

AB.AD = 2(10 82 —32) 5

Lien entre les diagonales d’un parallélograrﬁme et la somme ou la différence de deux vecteurs
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5.3 Orthogonalité de deux vecteurs
Définition

Deux vecteurs U et ¥ sont orthogonaux lorsque U.V = 0

Remarque
— , — = = -
Pour tout vecteur u de I'espace,onau.0 = 0.u = 0.

N
Ainsi le vecteur nul 0 est orthogonal a tous les vecteurs de I'espace.

6 Orthogonalité dans I'espace

6.1 Orthogonalité de deux droites
Définition

Soient d et d’ deux droites de I'espace.

d et d’' sont orthogonales si un vecteur directeur de I'une est orthogonal a un vecteur directeur de
I"autre.

Propriété

Deux droites d et d’ de I'espace sont orthogonales si et seulement si tout vecteur directeur de d est
orthogonal a tout vecteur directeur de d'.

Remarques

e Deux droites orthogonales ne sont pas nécessairement coplanaires.

e Dans 'espace, deux droites sont perpendiculaires si et seulement si elles sont sécantes selon
un angle droit (c’est un cas particulier d’orthogonalité).

e Sideux droites sont perpendiculaires, alors elles sont orthogonales. La réciproque est fausse.

Les droites (BA) et (FG) sont orthogonales, mais ne sont pas coplanaires.
Les droites (BA) et (BC) sont orthogonales et sont pas coplanaires.
Les droites (BA) et (BC) sont perpendiculaires.
Les droites (BA) et (FG) sont orthogonales, mais ne sont pas perpendiculaires.
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Propriétés

e Deuxdroites d et d’ de I'espace sont orthogonales si et seulement s’il existe une droite A

paralléle 3 d et perpendiculaire d'.

7

////” Z;//,/’/' (/f// 4

e Sideux droites sont paralléles, alors toute droite orthogonale a I'une est orthogonale a
I"autre.

(FG) et (I]) sont paralléles.
Alors toute droite orthogonale a (FG) est orthogonale a (I]). C'est le cas de la droite (BA).

e Sideux droites sont orthogonales, alors toute droite paralléle a I'une est orthogonale a
I"autre.

(BA) et (FG) sont orthogonales.
Alors toute droite paralléle a (FG) est orthogonale a (BA). C'est le cas de la droite (I]).
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6.2 Orthogonalité d’'un plan et d’'une droite
Définition

Dans I'espace, soit P un plan de base (i ; ¥) et d une droite de vecteur directeur w. La droite d et le
plan P sont orthogonaux (ou perpendiculaires) si W est orthogonal a la foisa i et a V.

W est un vecteur directeur de (AE)
(u ; V) est une base de (ABC)
W est orthogonal a la fois aux deux vecteurs non colinéaires 1 et U
Donc (AE) est perpendiculaire a (ABC).

W est un vecteur directeur de (AF)
(U ; V) est une base de (ABC)
W est orthogonal seulement a un seul vecteur v
Donc on ne peut pas en déduire que (AF) est perpendiculaire a (ABC).
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Si une droite est orthogonale a un plan, alors elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan.

(AE) est orthogonale a (ABC) et (BD) est incluse dans le plan (ABC).
Donc (AE) est orthogonale a (BD).

Si deux droites sont paralléles, alors tout plan orthogonal a I'une est orthogonal a I'autre.

(CG) est paralléle a (AE) et (AE) est orthogonale a (ABC).
Donc (ABC) est orthogonal a (CG).
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Propriétés

Si deux plans sont paralleles, alors toute droite orthogonale a I'un est orthogonale a I'autre.

(ABC) est parallele a (FGH) et (AE) est orthogonale a (ABC).
Donc (AE) est orthogonale a (FGH).

Si deux plans sont orthogonaux a une méme droite, alors ils sont paralléles entre eux.

(ABD) est orthogonal a d et (EFH) est orthogonal a d. Donc (ABD) et (EFH) sont paralléles.
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7 Vecteur normal, projeté orthogonal

7.1 Vecteur normal a un plan
Définition

Soit P un plan de base (i, 7). Un vecteur 71 est normal a P s’il est non nul et orthogonal 3 il et 3 ¥.

S

Propriété

Soient A un point et 7 un vecteur non nul.

Il existe un unique plan passant par A et de vecteur normal 77

5|" =
X
A

Définition

Soient P, un plan de vecteur normal n; et P, un plan de vecteur normal 1n,.

P, est perpendiculaire a P, sin; est orthogonal a n,.

Remarques
Tout vecteur non nul colinéaire a un vecteur normal a un plan est aussi un vecteur normal a ce plan.

s

|
X B

A

Si deux vecteurs sont normaux a un méme plan, alors ils sont colinéaires entre eux.
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Propriétés

Un vecteur est normal a un plan P si et seulement s’il est normal a tout vecteur directeur de P.

")’ = ”

Une droite est orthogonale a un plan P si et seulement si un vecteur directeur de cette droite est

colinéaire a un vecteur normal a ce plan.

Une droite est paralléle a un plan P si et seulement si un vecteur directeur de cette droite est

orthogonal a un vecteur normal a ce plan.

Vg

,".}>

Soient P, un plan de vecteur normal n; et P, un plan de vecteur normal 1n,.

P, et P, sont paralléles si et seulement si 1i; et n, sont colinéaires.

/op
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7.2 Projeté orthogonal d’un point

7.2.1 Projection d’'un point sur une droite

Soient A un point de I'espace et d une droite.
Il existe un unique plan passant par A et orthogonal a d.

Le plan et la droite d sont sécants en un point H appelé le projeté orthogonal de A sur la droite d

d

7.2.2 Projection d’'un point sur un plan

Soient A un point de I'espace et P un plan.
Il existe une unique droite passant par A et orthogonale a P.

Le plan P et la droite sont sécants en un point H appelé le projeté orthogonal de A4 sur le plan P

A

8 Calculs de distances dans I'espace

8.1 Calculs dans une base orthonormée ; Calculs dans un repere

orthonormé
Définition

Une base orthonormée de I'espace est une base de I'espace telle que ses trois vecteurs soient
orthogonaux deux a deux et tous de norme 1.

Autrement dit, (T, 7, E) est une base orthonormée signifie que :

i.j=0, T.k=0, j.k=0  etllil=Njl=]k]=1
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Définition

Un repére orthonormé (0 ; 7,7, E) est un repére tel que la base (7,7, E) est orthonormé.

Propriété

On a alors u.v=xx"+yy +zz et|| U]l = /x?% + y? + 22

0 2
E( 3 ) et OF < 3 ) donc AB".OF = (0)(2) + (3)(3) + (0)(4) =9
0 4

2
W;’(3)donc||ﬁ||= V22 +32+42 = 29 = 5,385
4

Corollaire

Dans un repere orthonormé (0 ;1 _j,k) de I'espace, on consideére les points A(Xx4; V4 ; Z4) et

Xp — X4
B(xg; yg ; zg). Puisque AB (J’B - J’A) alors || AB || = \/(xB —x2)% + (Vg —ya)? + (25 — 24)?
Zp — Zp
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8.2 Propriétés

8.2.1 Distance d’'un point a un plan

Soient A un point de I'espace et P un plan passant par un point B et de vecteur normal 7.
Le projeté orthogonal de A sur le plan P est noté H. C’'est le point de PP le plus proche de A.

La distance AH est appelée distance du point A auplan P etona:

| 4B .7 |
AH = ———
| 7|
AX
Distance
deAa?P
I n xH
/
op B

Rappel : la droite (AH) est perpendiculaire au plan P
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8.2.2 Distance d’'un point a une droite

Soient A un point de I'espace et d un plan passant par un point B et de vecteur directeur .

Le projeté orthogonal de A sur la droite d est noté H. C’'est le point de d le plus proche de A.

La distance AH est appelée distance du point A a ladroited etona:

AH—HW ﬁﬂ*”
Il ]2

/ Dist

/ istance /
/ c2f e/
/ A deAad /

/[ y

Rappel : la droite (AH) est perpendiculaire a la droite d

9 Représentation paramétrique d’'une droite

9.1 Caractérisation des points appartenant a une droite

a

Soient un point A(x4; y4; Z4) et un vecteur U < b > non nul de I'espace.
c

On considére la droite D de vecteur directeur i et qui passe par A.
Soit M(x ; y ; z) un point de I'espace.
Le point M appartient a la droite D si et seulement s’il existe un réel t tel que AM =tu

Autrement dit, les vecteurs AM et U sont colinéaires, ce qui se traduit en coordonnées :

XxX=x4+ta
y=y,+tb
z=2zZy+tc
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9.2 Représentation paramétrique d’'une droite
Propriété et définition

Soient a, 8 ety trois réels.

L’ensemble des points M de I'espace dont les coordonnées (x; y ; z) vérifient le systéme d’équations
paramétriques

x=a+ta
Yy =p +tb,olt décrit 'ensemble des réels, est la droite D qui passe par le point A(a; B ; y) et
z=y+tc

a
qui est dirigée par le vecteur U ( b )
c

Ce systeme est une représentation paramétrique de la droite D.

EE)
100.7:2.3: 3.6)
x=07—-t
‘D a comme représentation paramétrique {y =23+t ,0uteR
z=3,6+2t

Remarques

e Une droite peut étre définie par la donnée d’une représentation paramétrique.

e Chaque valeur de t permet de déterminer les coordonnées d'un point de la droite.
Réciproquement, a chaque point de la droite correspond une valeur de t

e Une droite admet une infinité de représentations paramétriques : en prenant un autre vecteur
directeur ou un autre point de cette droite, on obtient une nouvelle représentation
paramétrique.

Exemple

x=07-0=0,7
Dans I'exemple si on choisit t = 0 alors on obtient{y = 2,3+ 0 = 2,3  (’est-a-dire le point A
z=3,6+2(0) = 3,6

x=07—-1=-0,3
Sion choisitt =1,onasy =23+1=33 Le point de coordonnées (—0,3;3,3;5,6) est sur D.
z=36+2(1) =56
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10 Equation cartésienne d'un plan dans I’espace

10.1 Caractérisation des points appartenant a un plan par le produit

scalaire
Propriété

Soit P un plan de I'espace. Soient A un point de P et 7 un vecteur normal a 2. Un point M de
|'espace appartient au plan P si et seulement si :

—_—

AM .n=0

M
l/- L/

: }') A

e Un plan peut étre défini par la donnée d’un point du plan et d’un vecteur normal a ce plan.

Exemple
‘z
B -
2
Soit P le plan qui passe par B(1; —1;5) et de vecteur normal 7| 1 |.D(3.0.3) est-il sur P ?
-3
Réponse : D(3.0.3) € P équivaut a3 BD .7 = 0.
_( 3-1 _ (2
On calcule BD ( 0—-(-1) ) BD ( 1 )
3—-5 -2
BD .7 = (2)(2) + (D(1) + (—2)(-3) BD.7i=4+1+6=11

BD.7+#0 donc le point D n"appartient pas au plan P.
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10.2 Equation cartésienne d’un plan
Propriétés et définition

a
Soit P un plan passant le point A(x4; V4; Z4) et de vecteur normal ?1< b )
c

Le plan P est I'ensemble des points M de I'espace dont les coordonnées (x ; y ; z) vérifient
I'équation ax + by + cz+d = 0.

Pour calculer d, il suffit de remplacer x, y et z dans I’équation par les coordonnées de A.

Cette équation est une équation cartésienne du plan P.

Remarque

Un plan admet une infinité d’équations cartésiennes : en choisissant un autre vecteur normal ou un
autre point du plan, on obtient une nouvelle équation cartésienne.

Propriété

Soit d un réel.
L’ensemble des points M(x ; y ; z) dont les coordonnées vérifient I'équation ax + by + cz+d =0

a
est un plan de vecteur normal 7t < b >
c

Exemple

L’ensemble des points de I'espace dont les coordonnées vérifient I'équation 3x — 2y +4z+1 =0

3
est un plan dont un vecteur normal est 71 <—2 )
4

Il passe par le point A(O ; 0; _Z)' (On a choisi ces coordonnées telles qu’elles vérifient I'équation).

Remarque

Un plan peut étre défini par la donnée d’une de ses équations cartésiennes.
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