CHAPITRE 9 : Calcul integral
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CHAPITRE 9 : Calcul integral

1 Intégrale d’une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]
1.1 Unité d’aire

Dans un repere orthogonal (0, I,]), I'unité d’aire, noté u.a., est I'aire du rectangle ayant pour c6té [0 I] et [0 [].

J K
u.a

Exemple :
Dans le repére (0, 1,]), 'unité d’aire est I'aire du rectangle OIK].
Siol =3 cmet0] =1cmalors 1u.a.= 3 cm?. 0

1.2 Intégrale d’une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]

e N
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]. J‘b

L'intégrale de a a b de la fonction f est I'aire de la surface (aussi appelée domaine
sous la courbe de f sur [a; b] ) délimitée par la courbe, I'axe des abscisses, les droites )/
d’équations x = a et x = b, exprimée en unité d’aire. 2

On la note f;f(x)dx. 1
\ J

Y=

1 l | 1
] 1 1
1.3 Déterminer une intégrale par un calcul d’aire olal 2 3ba

L 6 . i )
Exemple : Calculer I'intégrale fo 0,5x dx par un calcul d’aire. Vérifier le résultat avec
la calculatrice.

Méthode :
e Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthogonal et identifier le domaine sous la courbe.
e Vérifier que la fonction est continue et positive sur l'intervalle défini par les bornes de I'intégrale.
e Déterminer I'aire du domaine sous la courbe en unité d’aire.

1.4 Remarques
e Positivité : Si f est positive sur [a; b] alors f;f(x) dx est un nombre réel positif (c’est une aire).
o f;f(x) dx = 0 car cette intégrale est 'aire d’'un segment.
° f:f(x) dx ne dépend que des valeurs de a, b et f. La variable x est dite « muette » et peut étre remplacée

par une autre lettre : f:f(x) dx = f; f(t) dt parexemple.

1.5 Estimer une intégrale par la méthode des rectangles

Exemple : En divisant I'intervalle [1; 6] en cing intervalles de méme amplitude, encadrer ff In(x) dx.
Méthode :
e Tracer la courbe représentative de la fonction In et tracer les rectangles « inférieurs » et « supérieurs ».
e Calculer la somme des aires des rectangles inférieurs notée A; et la somme des aires des rectangles supérieurs

notée A; puis donner I'encadrement demandé. A
S
A
2__)} y=Inx 2 J y =Inx
=+ 1 \
X X
o /1 2 3 4 5\¢6 of//1 23 45 6
A;
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1.6 Explication de la notation de I'intégrale

La méthode des rectangles permet le calcul approché d’une intégrale. Elle Ax
Iégitime la notation utilisée pour I'aire sous la courbe de la fonction f sur

[a; b].

L’écriture de la somme des aires des rectangles du 1° rectangle au n®

rectangle est :

zn: f(x)Ax;
i=1

Ax; : largeur du i€ rectangle.
f(x;) : hauteur du i® rectangle.

Ay y=flx)
™ T 5
ol a=x, x_, x, b ='.1::

Quand le nombre n de rectangles tend vers +00, la somme des aires des rectangles tend vers |'aire sous la courbe de

fsur [a; b]. On assiste alors a un changement d’écriture :

[

i

-

Ax devient dx pour indiquer une variation infiniment petite de la variable x.

=1
ol [ ressemble 3 un « S » et peut se lire somme.

b
Z f(x))Ax; quand n tend vers +oo devient f f)dx
a

\

2

Intégrale d’une fonction continue et positive et primitive

2.1 Activité
On considére la fonction racine carrée définie sur [0 ; +oo[, notée f.

Pour tout réel x de I'intervalle [1; 4], on définit la fonction F par F(x) = fle(t) dt = flx\/t_ dt.

Soit x un réel de I'intervalle [1; 4] et h un réel strictement positif tel que x, + h appartienne a [1; 4].

1. Sur le schéma ci-dessous, hachurer ['aire 2. Alaide desrectangles ABFC et ABDE, justifier que :
égaleéF(xo-i_h')_F(xO)' h,/xoSF(x0+h)—F(x0)Sh1/x0+h.
@ . .
| E
! )
1 |
: |
] 1
: !
: : |
: | ! '
i [ i !
| y ] ]
| ] \ |
1 ' 1 ]
1 ' | '
! : | 1
1 1 l‘ I 1 T
1 | r/ 4 4
3. En déduire la valeur de 4. Justifier que F est la primitive de la fonction racine

F(xo + h) - F(xq)
m
h—0 h

carré qui s’annule en 1.
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2.2 Théoreme fondamental

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]. Soit F |a fonction définie sur [a; b] par

F(x) = f;f(t) dt. La fonction F est la primitive de f sur [a; b] qui s’annule en a.

2.3 Condition suffisante d’existence d’une primitive d’une fonction
Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.

Exemple :
La fonction In est continue sur [1; 20] donc In admet des primitives sur [1; 20].

D’apres le théoreme d’existence d’une primitive, la fonction F définie sur [1;20] par F(x) = flxln(t) dt est la
primitive de la fonction In qui s’annule en 1.

2.4 Propriété

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]. Soit F une primitive de f sur [a; b].

Ona f:f(x)dx = F(b) - F(a). Ce nombre peut aussi se noter [F(x)]5.

La propriété permet de calculer I'aire sous la courbe d’une fonction f continue et positive grace a une primitive de f.

Remarque :
Le réel fabf(x)dx = F(b)- F(a) ne dépend pas de la primitive choisie pour f.

. . . N b n
Démonstration : Si G est une autre primitive de f alors montrer que fa f(x) dx conserve la méme valeur.

2.5 Exemples
Déterminer chacune des intégrales suivantes et interpréter leurs valeurs :

a) A= ffl(—xz +3x+4)dx

1t
b) B—fomdt

3 Genéralisation de la définition de I'intégrale a des fonctions continues de
signe quelconque
3.1 Définition

Soit une fonction continue sur un intervalle [a; b] et F une primitive quelconque de f sur [a; b].

L'intégrale de f entre a et b est le nombre réel défini par f; f(x) dx = [F(x)]2 = F(b)-F(a).
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3.2 Linéarité de l'intégrale
On considere deux fonctions f et g continues sur un intervalle[a; b] et 1 € R.

b b
f(/lf(x))dxz/lf f(x)dx

b b b
(f(x)+g(x)) dx=f f(x) dx+f g(x) dx

Exemple : Calculer en utilisant la linéarité de I'intégrale A = flz In(x) dx + f12 (1 +In %) dx.

3.3 Relation de Chasles
f est une fonction continue sur un intervalle I et a, b, ¢ sont 3 réels de l'intervalle I.

c b c
A
fedx = [ fedx+ | fadx y .
a a b 1
Remarque : Si f est continue et positive eta < b < ¢, la relation de Chasles est la /—\ =
simple traduction de I'addition des aires de deux domaines adjacents. ‘ 2, JA E =D, E X
a of 7 b &

Aire totale = Aire du domaine D, + Aire du domaine D, se traduit par :

J:f(x)dx = jabf(x)dx + fbcf(x)dx

3.4 Intégrales et inégalités
Soit a et b deux réels. Les fonctions f et g sont continues sur 'intervalle [a; b].

[Si pour tout x € [a;b], f(x) = g(x) alors fff(x) dx > f;g(x) dx. ]

En particulier : Si f > 0 alors fff(x) dx > 0.

Si f < 0alors f;f(x) dx <0.

Remarque : Les réciproques de ces trois propriétés sont fausses.

Exemple :
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e’

1. Démontrer que pourtoutréelx > 1,0ona0 < f(x) <e™™.

2. Endéduire un encadrement de flz f(x)dx.
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3.5 Cas des fonctions paires et des fonctions impaires

Soit f une fonction continue sur un intervalle [—a; a]. ANy ANy
o o e e
e Sif est paire alors f_oaf(x) dx = foaf(x) dx. ] | L
e Sif estimpaire alors f_oaf(x) dx = — foaf(x) dx i 1] /
1 -+ >
J 1 1 ax
r'4
-a 0| 1 ax 7/ |
4 |ntégration par parties =1 1
4.1 Activité

= : - . 1
On considére la fonction f:x +— xe™ et on souhaite calculer [ = fo f(x)dx.

1. Peut-on donner directement une primitive de f ?

2. Calculer sa dérivée et montrer que pour toutx € R, f(x) = e™* — f'(x).

3. Endéduirelavaleurdel = folf(x)dx.

4. Soitu et v des fonctions dérivables sur [a; b] et leurs dérivées u’ et v’ continues.
a. Montrer que u'v = (uv) —uv'.

b. En déduire que f:(u’(x) v(x)) dx = [u(x) v(x)]% — ff(u(x) v'(x)) dx.

Cette égalité est appelée « formule d’intégration par parties ».

4.2 Intégration par parties
Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a; b] qui admettent des dérivées 1’ et v’ continues.

b b
[ f ') v() dx = [u(x) veOIL — f (G0 v' () dx ]

A s . . S b .
L'intérét de I'intégration par partie est de se ramener a une intégrale fa (u(x) v’(x)) dx plus facilement calculable

que l'intégrale de départ f:(u’(x) v(x)) dx.

6/9



Exemples : Calculer les intégrales suivantes avec la méthode d’intégration par parties :

a/ fle xIn(x) dx.

b/ Enposantu(t) = tetv'(t) = sin(t), puis en appliquant la formule d’intégration par parties, calculer fOEt sin(t) dt.

¢/ En posant u'(t) = 1 et v(t) = In(t), intégrer par parties F (x) = flx In(t) dt.

Que représente alors la fonction F ?

5 Applications du calcul intégral

5.1 Aire sous la courbe d’une fonction negative Ay
Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a; b] et Cr sa courbe j
. . b o
représentative. fa f(x) dx est un réel négatif. ) P X
L'aire du domaine D délimité par la courbe Cr, I’axe des abscisses et les droites awwb
d’équationsx = aetx = b est égalea: €,
b . e
[ A=— fa f(x) dx exprimée en unité d’aire. ]
5.2 Aire pour une fonction de signe non constant
Il faut connaitre le signe de la fonction avant de pouvoir calculer des aires. Ay
Ensuite, on décompose l'intervalle en sous-intervalle ou la fonction est de
signe constant.

g /" 'ﬂl (gyx
L'aire totale = Aire du domaine A, + Aire du domaine A, se traduit par: 7 f . * f g
c b i 342

A= [, fe)dx — [ fx)dx. ok
Exemple :
Soit f définie sur R par f(x) = x2-4. Calculer :
1/ Ll’aire A comprise entre la courbe et I’axe des abscisses entre les droites d’équations x = —2 et x = 2.
2/ L’aire B comprise entre la courbe et I'axe des abscisses entre les droites x = —5etx = 1.

Méthode : Etudier le signe de la fonction sur I'intervalle considéré.

e Sif est positive alors il y a égalité entre I'aire et I'intégrale.
e Sif est négative alors c’est I'opposé de I'intégrale qui est I'aire.

e Sif nest pas de signe constant alors il faut décomposer I'intervalle en sous-intervalles sur lesquels la fonction

est de signe constant.
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5.3 Aire entre deux courbes de fonctions continues de signes quelconques
Soient f et g, deux fonctions continues sur un intervalle [a; b] telles

que f < g sur [a; b]. Soient Cf et Cy leurs courbes représentatives Ty ('(531‘,
dans un repére orthogonal. /\
Gj ]
L'aire du domaine délimité par les courbes Cr et C; et les droites /1‘ D |
d’équations x = a et x = b exprimée en unité d’aire est égale a : ‘ 1u.a. | S
1 T 7
b b b a'\o'\l——/ b x
Ja (g(x) = f(x))dx = J, 90 dx — [ f(x) dx. " ’(:.-‘,
Exemple :

Soit f et g définies sur ]0 ; +oo[ par f(x) = x et g(x) = x2.
Déterminer I'aire entre les deux courbes et entre les droites d’équations x = 0 et x = 1.

Meéthode : Comparer f(x) et g(x) pour connaitre la position relative des courbes.

5.4 Valeur moyenne d’une fonction

5.4.1 Activité
Une station météo reléve la température et la quantité d’eau tombée. Température Quantité

en °C d'eau
Jour 112|13|14]|5 4 par jour
Quantitédeauenmm 12 24 52 64 8 3 60
2 40
] 20
3 >

of 123 435

1. Donner les valeurs moyennes de ces séries et leurs interprétations gé¢ométriques.

2. La courbe des températures est modélisée par f(x) = 1,2 + cos (x) sur [0; 5].

a. Calculer I'aire sous la courbe sur [0; 5].

b. Quelle est la hauteur du rectangle de longueur 5 qui a la méme aire que I'aire sous la courbe ?
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5.4.2 Valeur moyenne d’une fonction

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] on appelle valeur moyenne de f sur [a; b] le nombre réel

1 b
p=r— f f(x)dx

Interprétation graphique dans le cas d’une fonction continue et positive :

Lorsque f est une fonction continue et positive,
I'aire sous la courbe de la fonction f entre a et b
est égale a 'aire du rectangle ABCD de largeur
b - a et de hauteur p.

Exemple :

Sur[3;5], f(x) = 2x% — 5.

Calculer la valeur moyenne p de f sur [3; 5]

6 Etudier une suite d’intégrales

Pour n € N*, on considére les fonctions f,:t +—

On donne les représentations de f;, f3, fio et fioo-

1/ Conjecturer graphiquement le sens de variation de la suite

(I,) ainsi que sa convergence éventuelle.

2/ Montrer que pour tout t € [0; 1] et pour toutn € N*, ona:

1-t"

y=f(x)
50
40
0|y=mu D Cc
&
20
10
Ala: 0 :
I (a; 0) 'E'r(b.ﬂ]'
0 / 2 3 4 5 6
L_etonpose I =f1f (t)dt
1+¢0 n 0/n )
Ay
1At
PR 1
;y_1+x3 7V=1+’x.1o

0,8
0,6
0,4+
0,21

0

3/ Calculer fol(l — t™) dt et en déduire un encadrement de I,,.

4/ Montrer que la suite (I,;) converge et donner sa limite.

I
12141618

1 1 | | | A
02 0/4 0,6 0,8 1
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