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CHAPITRE 2 : Continuité, dérivabilité et
étude de fonctions

1 Langage de la continuité
1.1 Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un réel de I.

» Dire que f est continue en a signifie que }lci_l:fcllf(x) = f(a)

> Dire que f est continue sur [ signifie que f est continue en tout réel de I.

1.2 Illustration graphique
Lorsqu’une fonction est continue sur un intervalle I, sa représentation graphique sur [ peut étre
tracée sans lever le crayon.

Contre-exemple :

La partie entiére d’un réel x, notée E (x), est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x.

Exemples : E(24) =2 E(m) =3 E (— l) =-1

La fonction partie entiére n’est pas continue sur R. Preuve :
Lig E(x)=1 E(2) =2 Jl(i_r)r% E(x) # E(2) Donc E n’est pas continue en 2
x<2 x<2

1.3 Fonctions usuelles

> Les fonctions polyndmes, valeur absolue, sinus et cosinus sont continues sur R.

> La fonction racine carrée est continue sur R*.

» Les fonctions construites par opération ou par composition a partir des précédentes sont
continues sur leur ensemble de définition. (Ex : les fonctions rationnelles)



2 Théoreme des valeurs intermédiaires

2.1 Enoncé

e Soit fune fonction continue sur un intervalle I, a et b deux réels de I.
e Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢ compris entre a et b
tel que f(c) = k.

2.2 Interprétation graphique
Soit Cs la courbe représentative de f.

Pour tout réel k compris entre f(a) et (b), la droite d’équation y = k coupe au moins une fois la
courbe Cr en un point d'abscisse ¢ comprise entre a et b.

2.3 Condition suffisante pour qu'une fonction f soit une bijection

Si une fonction f est continue et strictement croissante sur un intervalle [a; b] alors la fonction f est
une bijection de [a; b] vers [f(a); f(b)]

Si une fonction f est continue et strictement décroissante sur un intervalle [a; b] alors la fonction f
est une bijection de [a; b] vers [f(b); f(a)]



2.4 Corollaire! du théoreme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a; b]

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) I'équation f(x) = k admet une solution unique dans
[a; b]

Remarque : ce corollaire est aussi appelé « théoreme de bijection ».

Démonstration : avec f strictement croissante sur [a; b].

e f est une fonction continue sur [a; b]. Donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
I’équation f(x) = k admet au moins une solution ¢ dans [a; b].

e Montrons que cette solution ¢ est unique.
Soit x unréelde [a; b], x # c.
On a soit > ¢, soit x < c. f étant strictement croissante sur [a; b], six > ¢ alors f(x) > f(c)
etsix < calors f(x) < f(c)
Doncsix # c,ona f(x) # f(c).

D’ol ¢ est 'unique solution dans I'intervalle [a; b] de I'équation f(x) = k.

2.5 Extension

Le théoréme de bijection s’étend au cas ou f est continue et strictement monotone sur un intervalle
ouvert ou semi-ouvert, borné ou non, c'est-a-dire sur des intervalles du type |a; b[, [a;b[, [a; +oo[

3 Fonctions dérivables

3.1 Nombre dérivé, fonction dérivée
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

> aeta+ h sontdeuxréels de I'intervalle [ avec h # 0.

Dire que f est dérivable en a signifie que limf(a +h) - f(a)

lim A =1 avecl e R

[ est le nombre dérivé de la fonction f calculé en x = a. On note f'(a) = L.

1 Corollaire : Proposition qui se déduit immédiatement d'une proposition déja démontrée




» Dire que f est dérivable sur I signifie que f est dérivable en tout x de I.

La fonction dérivée, notée f’, est la fonction : x +— f'(x)

Interprétation graphigue de « f est dérivableena » :

Soit Cs la courbe représentative de f dans un repére.

La tangente T, a Cr au point d’abscisse a a pour coefficient directeur f’(a).

Interprétation numérique de « f est dérivableena » :

Pour tout réel h tel que a + h appartienne a I, on a I'égalité :

fla+h) = f(a) + h.f’(a) + h.p (h) avec }lli_r)r(l)go(h) =0

Ondit que f(a) + h.f'(a) est'approximation affine de f(a + h) pour h proche de 0.
Onnote f(a+ h) = f(a) + h.f'(a).
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3.2 Ecriture différentielle
Soit f une fonction définie sur I, x un réel de I et f une fonction dérivable en x.

Pourtoutréelhtelquex+h € I, f(x +h) = f(x) +h.f'(x) + h.@(h) avec }llir% o(h) =0
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On peut utiliser les notations suivantes :

e L’accroissement des antécédents Ax = (x + h) — x
e L’accroissement des images Ay = f(x + h) — f(x)

OnadoncAx =h et h.@(h) = Ax.@(Ax) }lirrtl) h.o(h) =0 s'écrit Alim0 Ax.p(Ax) =0
- xX—

Avec ces notations, I'égalité f(x +h) — f(x) = h.f'(x) + h.@(h) avec }lirr(l) o(h) =0
peut s’écrire : Ay = Ax. f’(x) + Ax.p(Ax) avec Alim0 o(Ax) =0
X—

e Lorsque h tend vers 0, Ay et Ax tendent vers 0. s deviennent infinitésimaux?. On les note
alors dy et dx. De plus, Ax. ¢(Ax) devient alors négligeable devant dy et dx.

ek A o Tt el L et : d
L’égalité s’écrit donc dy = dx. f'(x). C'est I'écriture différentielle de I'égalité. On note aussi f' = d—i

2 Infinitésimal : Extrémement petit



3.3 Dérivabilité et continuité

Soit f une fonction définie sur [ et a un réel de I.
Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.
Si f est dérivable sur I, alors f est continue sur [.

A La réciproque est fausse.

Exemple : Etude de la fonction f:x = |x|enx =0

e Etude de la continuité en 0 : lirr(l)f(x) =0etf(0) =0 donc lirr(l) f(x) = f(0).
x— X
Donc la fonction valeur absolue est continue en 0.

*  Etude de la dérivabilité en 0 : lim LOZFO) _ jpy 10ERIZI01

h h-0 h
. . h|- . —h
Sih <0 alors|h| =—h et lim 2O i TR g
h—-0 h h-0 h
h<0 h<0
Sih>0 alors|h| = h etlim 21 — i 2= q
h—-0 h h-0h
h>0 h>0
Conclusion: —1=#1 donc limw # lim M.
h>0 h R0 h
h<0 h>0

lim f(0+hz—f(0)

n’existe pas.
h—-0

Donc la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

3.4 Dérivation d’'une fonction composée.

Rappel : on note f o u la fonction u suivie de la fonction f
I - ] - K

fouy x » ulx) w flu)]
x+heulx+h) - flu(x+ h)]

On suppose que pour tout réel h tel que x + h € I, on ait u(x + h) € J.
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et f une fonction dérivable sur un intervalle J.

Alors la fonction f ou est dérivable sur |

Cas particuliers a connaitre :

Si pour tout x € I, f est
dérivable en ax + b, alors (fou)(x) =ax f'(ax+b)
f o u est dérivable sur [

I - ] - K
xu(x) =ax+b e flax + b]

Si pour tout x € I, u(x) > /
I - ] - K / u'(x)
x - u(x) o @] 0 alors vu est dérivable sur (\/ﬂ) (x) = 2\/—
I u(x)
I -] - K Si _
pourtoutx € I, u(x) # ™YV () =n w10 uw(x
x = u(x) = [u(x)]" avecn € Z 0 alors u™ est dérivable sur @) () (o
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Exemple 1 :
Soit f définie sur [1; +oo[ par f(x) = V/5x — 2.
[1;+00[ = ]0; 4+ » R
f{ x = 5x—2V5x—2
f =+u avec u(x) =5x- 2et x € [1; +oo[
u est dérivable sur [1; +oo[ etu'(x) = 5
e Si€[1;40oo[, alorsx =1 donc5x —2 >3 donc5x — 2 € ]0; +oo[ soitu(x) € ]0; +oof

La fonction racine carrée est dérivable sur ] O ; +oo[

, _ 1 g __ 5
Donc pour tout x de [1; +o[, f'(x) =5 X s ot f(xX) = =

4
Exemple 2: Soit la fonction f définie sur R par f(x) = (x° - 3x? + 1)
f est une fonction polynéme, donc f est dérivable sur R.

Déterminons sa fonction dérivée : f(x) =u* (x) avec u(x) =x3-3x2+1
fr) = 4ud(x).u'(x)

Fo0 = 4(x - 3x% + 1) (3x% - 6x)

4 Fonctions cosinus et sinus

4.1 Dérivée des fonctions cosinus et sinus
Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R

On admet que :

(cos)'(x) = —sin(x) et (sin)'(x) = cos(x)

Propriété :
Comme la fonction sinus est dérivable sur R, elle est donc dérivable en x = 0.
sin(0 + h) — sin(0)

h

(sin)'(0) = lim %

sin(h) — 0

(sin)’(0) = }Li_r)r(l)

cos(0) =

lim
h—-0




4.2 Propriétés des fonctions sinus et cosinus

4.2.1 Parité.
La fonction cosinus est une fonction paire, en effet :

e Elle est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0.
e cos (—x) = cos (x) pour tout réel x.

La fonction sinus est une fonction impaire, en effet :

e Elle est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0.
e sin(—x) = —sin (x) pour tout réel x.

4.2.2 Périodicité.
La fonction cosinus est périodique de période T = 27, en effet :

Pour toutx € R,cos (x + 27) = cos (x).
La fonction sinus est périodique de période T = 27, en effet :

Pour toutx € R, sin (x + 27) = sin (x).

4.3 Représentation graphique des fonctions cosinus et sinus.

‘6} : y = cos(x)
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